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7.8 Θεωρήματα των διχοτόμων  

         τριγωνου
Θα μελετήσουμε εδώ, ως εφαρμογές του θεωρήματος του Θα​λή, βασικές ιδιότητες της εσωτερικής και εξωτερικής διχο​τόμου γωνίας τριγώνου.
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αδή, αν ΑΔ διχοτόμος του τριγώνου ΑΒΓ, ισχύει
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Σχήμα 17
Απόδειξη

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και η διχοτόμος του ΑΔ (σχ.18). Από το Β φέρουμε παράλληλη προς την ΑΔ, που τέμνει την προ​έκταση της ΑΓ στο Ε. Από το θεώρημα του Θαλή στο 
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τρίγωνο ΓΕΒ έχουμε
Για να αποδ[image: image8.jpg]


είξουμε το ζητούμενο, αρκεί να αποδείξουμε ότι ΑΕ = ΑΒ. 
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Σχήμα 18
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Πράγματι:
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Α1 = Β1 (εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΔ και ΒΕ),
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Α2 = Ε (εντός εκτός και επί τα αυτά των παραλλήλων ΑΔ και ΒΕ), 
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  .

Α1 = Α2 (ΑΔ διχοτόμος), οπότε 
Β1 = Ε άρα ΑΕ = ΑΒ (2).

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι
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Επειδή το σημείο Δ που διαιρεί την 
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πλευρά ΒΓ σε λόγο        είναι 
μοναδικό, το θεώρημα ισχύει και αντίστροφα, δηλαδή:

Αν το Δ είναι σημείο της πλευράς 
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2

ΒΓ και ισχύει                  τότε η ΑΔ 
είναι διχοτόμος της γωνίας Α.

• Υπολογισμός των ευθύγραμμων τμημάτων, στα οποία διαιρεί η διχοτόμος την απέναντι πλευρά ως συνάρτηση των α,β,γ.

Στο σχ.18 θέλουμε να υπολο[image: image23.emf]Math Composer 1.1.5

http://www.mathcomposer.com

BE

EΓ

 = 

AB

AΓ

γίσουμε τις αποστάσεις του Δ από τα Β και Γ.

Η προηγούμενη αναλογία γράφεται:
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Όμοια βρίσκουμε                     .
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Δηλαδή, αν η ΑΕ είναι εξωτερική διχοτόμος του τριγώνου ΑΒΓ, ισχύει ότι:
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Σχήμα 19
Απόδειξη

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και η εξωτερική διχοτόμος του ΑΕ (σχ.20). Από το Β φέρουμε παράλληλη προς την ΑΕ, που τέμνει την ΑΓ στο Ζ. Από το θεώρημα του Θ[image: image32.jpg]


αλή στο τρίγωνο 
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Σχήμα 20
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Για να αποδείξουμε το ζητούμενο, αρκεί να [image: image37.emf]Math Composer 1.1.5
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αποδείξουμε ότι ΑΖ = ΑΒ. Πράγματι:
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Α1 = Β1 (εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΕ και ΒΖ),
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Α2 = Ζ1 εντός εκτός και επί τα αυτά των παραλλήλων ΑΕ και ΒΖ), 
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Α1 = Α2   (ΑΕ εξωτερική διχοτόμος), 
οπότε Β1 = Ζ1 άρα ΑΕ = ΑΒ (2).

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι 
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Το θεώρημα ισχύει και αντίστροφα, δηλαδή: 
Αν το Ε είναι σημείο της προέκτα-σης της πλευράς ΒΓ και ισχύει
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                , τότε η ΑΕ είναι η 
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εξωτερική διχοτόμος της γωνίας 
Α.
• Υπολογισμός των ευθύγραμμων τμημάτων στα οποία διαιρεί η εξωτερική διχοτόμος την απέναντι πλευρά ως συνάρτηση των α,β,γ.

Στο σχ.20 θέλουμε να υπολογίσουμε τις αποστάσεις του Ε από τα Β και Γ.
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ροηγούμενη αναλογία γράφεται:
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                               . Όμοια 
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βρίσκουμε ότι 
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7.9 Απολλώνιος Κύκλος

ΠΡΟΒΛΗΜA
Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων που οι αποστάσεις τους από δύο ορισμένα σημεία Α και Β του επιπέδου έχουν γνωστό 
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λόγο 
Λύση

Έστω δύο δεδ[image: image79.emf]Math Composer 1.1.5
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ομένα σημεία Α, Β και Μ τυχαίο σημείο του τόπου
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με την ιδιότητα 
Φέρουμε την εσωτερική διχοτόμο ΜΓ και την εξωτερική δι​χοτόμο ΜΔ του τριγώνου  ΜΑΒ. Τότε
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Σχήμα 22
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Δηλαδή, τα σημεία Γ και Δ είναι ορισμένα, αφού χωρίζουν το ΑΒ εσωτερικά και εξωτερικά σε λόγο 
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      . Ακόμα είναι ΓΜΔ = 90°, επειδή 
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οι ΜΓ και ΜΔ είναι διχοτόμοι των δύο εφεξής και παραπληρωματι-
κών γωνιών ΑΜΒ και ΒΜΗ. Άρα το Μ ανήκει σε κύκλο με διάμετρο το τμήμα ΓΔ.

Αντίστροφα: 
[image: image89.emf]Math Composer 1.1.5

http://www.mathcomposer.com

ΔB

ΔΓ

 = 

AB

AΓ

 

Έστω Ν ένα σημείο του κύκλου με διάμετρο το τμήμα ΓΔ. Τότε 

ΓΝΔ = 90ο . Θα αποδείξουμε ότι 
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Από το Β φέρουμε ΒΕ//ΓΝ, οπότε στο τρίγωνο[image: image91.emf]Math Composer 1.1.5
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 ΑΒΕ είναι
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Επίσης φέρουμε ΒΖ//ΔΝ, οπότε στο τρίγωνο ΑΔΝ είναι
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Από τις σχέσεις (4) και (5) 
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προκύπτει ότι                   οπότε 
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ΝΕ = ΝΖ, δηλαδή το Ν είναι μέσο του ΕΖ.
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Επειδή ΓΝΔ  = 90° και ΒΕ//ΓΝ, 
ΒΖ//ΔΝ, θα είναι και EBZ = 90° , δηλαδή το τ[image: image99.emf]Math Composer 1.1.5
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ρίγωνο ΕΒΖ είναι 
[image: image100.jpg]



ορθογώνιο στο B με διάμεσο ΒΝ, οπότε ΝΒ = ΝΕ = ΝΖ (6).

Από τις σχέσεις (4) και (6) έχουμε 
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Άρα ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι ο κύκλος με διάμετρο ΓΔ. 
Κατασκευή

Αν δοθούν τα σημεία Α και Β και ο 
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 = λ.


λόγος        , διαιρούμε το τμήμα ΑΒ 
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εσωτερικά και εξω​τερικά σε λόγο
όπως στο πρόβλημα 2, § 7.7 και βρίσκουμε τα Γ και Δ. Στη συνέχεια γράφουμε τον κύκ[image: image104.emf]Math Composer 1.1.5
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λο με διάμετρο ΓΔ.

Διερεύνηση
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ΑΒ
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Α'Γ'

ΑΓ


Αν είναι        = 1, τότε                    ή  
ΜΑ = ΜΒ. Άρα το Μ ισαπέχει από τα Α και Β, οπότε ο ζη​τούμενος γεωμετρικός τόπος είναι η μεσοκάθετος του τμήματος ΑΒ.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Ο προηγούμενος γεωμετρικός τόπος λέγεται Απολλώνιος κύκλος, από το όνομα του Έλληνα μαθημα-τικού Απολλωνίου που πρώτος μελέτησε το θέμα.
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ΑΒ''

ΑΒ

 = 

ΑΓ''

ΑΓ

  ή  

Α'Β'

ΑΒ

 = 

ΑΓ"

ΑΓ

 

Γενικά υπάρχουν άπειροι απολλώ-νιοι κύκλοι ως προς δύο σημεία Α και Β. Για να ορισθεί κάποιος από αυτούς, όταν δοθούν τα Α και Β, 
χρειάζεται να δοθεί ο λόγος       ή 
ένα από τα σημεία Γ, Δ, ή ισοδύναμα, ένα τυχαίο σημείο του απολλώνι[image: image108.emf]Math Composer 1.1.5
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Α'Β'

ΑΒ

 = 

Α'Γ'

ΑΓ

 .

ου κύκλου, ώστε ο λόγος να είναι προσδιορισμένος.
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ

Ερωτήσεις Κατανόησης
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ΑΒ"

ΑΒ

 = 

Β''Μ''

ΒΕ

 = 

ΑΜ''

AE

	

ή 

1.
Να εξηγήσετε γιατί τα ίχνη Α, Ε της εσωτερικής και εξωτερικής 
διχοτόμου της γωνίας Α, τριγώνου ΑΒΓ, είναι συζυγή αρμονικά των Β και Γ.

2.
Αν ΑΔ είναι  η διχοτόμος τριγώ-
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ΑΓ''

ΑΓ

 = 

A'Γ'

ΑΓ

 ή ΑΓ'' = Α'Γ'.


νου ΑΒΓ και                    να 
δικαιολογήσετε γιατί β + γ = 2α.

3.
Τι ονομάζεται Απολλώνιος κύκλος ως προς δυο ση​μεία Α και Β; Πόσοι τέτοιοι Απολλώνιοι κύκλοι υπάρ​χουν; [image: image111.emf]Math Composer 1.1.5
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Α'Β'

ΑΒ

 = 

Α'Γ'

ΑΓ

 = 

Β'Γ'

ΒΓ

 .

Με ποιους τρόπους μπορεί να ορισθεί κάποιος από αυτούς;
4.
Στο παρακάτω σχήμα είναι ΑΔ η Α διχοτόμος, I το έγκεντρο και Ια το παράκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ. Τα σημεία (Α,Δ) και (Ι,Ια) αποτε​λούν αρμονική τετράδα; Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.
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ΑΒ''

ΑΒ

 = 

ΑΓ''

ΑΓ

 = 

Β''Γ''

ΒΓ

   ή  


5.
Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου που οι αποστάσεις τους από δύο ορισμένα σημεία Α και Β έχουν λόγο λ = 1 είναι:

i) Κύκλος διαμέτρου ΑΒ 
ii) Η μεσοκάθετος του ΑΒ 
iii) Το μέσο Μ του ΑΒ 
iv) Κανένα [image: image113.emf]Math Composer 1.1.5
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Α'Β'

AB

 = 

ΑΓ''

ΑΓ

 = 

Β''Γ''

ΒΓ

    . 

από τα παρα​πάνω.

(Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας).
Ασκήσεις Εμπέδωσης

1.
Η διάμεσος ΑΜ και η διχοτόμος ΒΔ τριγώνου ΑΒΓ τέμνονται στο Ε. 
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Α'Β'

AB

 = 

Α'Γ'

ΑΓ

 = 

Β'Γ'

ΒΓ

    . 


Να αποδείξετε ότι
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AΓ''

AΓ

 = 

Α'Γ'

ΑΓ

  και  

Β''Γ''

ΒΓ

 = 

Β'Γ'

ΒΓ

 . 

2.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = 6, ΒΓ = 10, ΑΓ = 9. Αν ΑΔ, ΑΕ η εσωτερική και εξωτερική διχοτόμος 
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ΒΜ

ΜΓ

 = 

Β'Μ'

Μ'Γ'

  .

της γω​νίας Α, να υπολογισθεί το ΔΕ.
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ΑΜ

Α'Μ'

 = 

ΒΜ

Β'Μ'

 = 

ΓΜ

Γ'Μ' 

 = λ.

3.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Α = 90° και η διάμεσός του ΑΜ. Αν η 
διχοτόμος της γωνίας AMB τέμνει την ΑΒ στο Δ και την προέκταση της ΓΑ στο Ε, να αποδείξετε ότι    ΕΑ ( ΔΒ = ΕΓ ( ΑΔ.

[image: image118.emf]Math Composer 1.1.5

http://www.mathcomposer.com

ή λ = 

Β'Μ'

BE

 = 

Α'Μ'

ΑΕ

4.
Αν Μ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ ενός τρι[image: image119.jpg]


γώνου ΑΒΓ και οι 
διχοτόμοι των γωνιών AMB και 
[image: image120.jpg]



ΑΜΓ τέμνουν τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ στα Δ και Ε αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι ΔΕ//ΒΓ.

5.
Αν ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ είναι οι διχοτόμοι των γωνιών ενός τριγώνου ΑΒΓ, να αποδείξετε ότι :
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λ = 

Μ'Γ'

EΓ

 = 

Α'Μ'

AE

  .


Διατυπώστε και αποδείξτε ανάλογη πρόταση για τις εξωτερικές διχοτόμους.

6.
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) εγγε​γραμμένο σε κύκλο (Ο,R). Αν Δ τυχαίο σημείο του τό​ξου ΒΓ και η ΑΔ τέμνει την πλευρά ΒΓ στο Ε, να απο​δείξετε ότι                          ΕΔ ( ΔΓ = ΕΓ ( ΔΒ.

7.
Σε ένα ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ φέρουμε τ[image: image122.emf]Math Composer 1.1.5
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B'M'

M'Γ'

 = 

BE

EΓ

 = 

BM

MΓ

  ,

ις εφαπτό​μενες στα άκρα της διαμέτρου, καθώς και μία εφαπτομένη σε τυχαίο σημείο του Ε, που τέμνει την ευθεία ΑΒ στο Ζ και τις άλλες δύο εφαπτόμενες στα Γ και Δ. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Γ, Δ είναι συζυγή αρμονικά των Ε, Ζ.

8.
Δύο πλευρές ενός τριγώνου είναι 20m και 36m. Η διχοτόμος της γωνίας, η οποία περιέχεται μεταξύ των δύο αυτών πλευρών, διαιρεί την τρίτη πλευρά σε δύο μέρη, τα οποία διαφέρουν κατά 12m. Να υπολογισθεί η τρίτη πλευρά.

Αποδεικτικές Ασκήσεις

[image: image123.jpg]
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λ = 

AB

Α'Β'

 = 200.

1.
Δίνονται οι διαδοχικές γωνίες 
x   y = y   z = z   t = 45o και τα σημεία Α, Δ των Οx, Οt αντίστοιχα, τέτοια ώστε OA = ΟΔ. Αν Β, Γ είναι τα σημεία τ[image: image126.jpg]


ομής της ΑΔ με τις Οy, Οz αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι 
ΑΒ2 = ΒΓ ( ΑΔ.
2.
Από το μέσο Μ της πλευράς ΒΓ ενός τριγώνου ΑΒΓ φέρουμε την παράλληλη στη διχοτόμο του ΑΔ, που τέμνει τις ΑΒ, ΑΓ στα Ε, Ζ αντί-στοιχα. Να αποδείξετε ότι ΒΕ = ΓΖ.

3. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, η διχοτό-μος του ΑΔ και το έγκεντρό του I.

[image: image127.jpg]



i) Να υπολογισθεί ο λόγος

ως συνάρτηση των πλευρών α, β, γ του τριγώνου. 
ii) Αν β + γ = 2α και Κ το βαρύκεντρο του τριγώνου, τότε:

[image: image128.jpg]



α) ΙΚ//ΒΓ
                       όπου Ζ, Ε 
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ΑΓ

Α'Γ'

 = λ. 

τα σημεία τομής των ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα με την ευθεία ΙΚ.
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ΓΔ

Γ'Δ'

 = λ. 

4.
Αν οι διχοτόμοι των γωνιών Β 
και Γ ενός τριγώνου ΑΒΓ, τέμνουν τη διάμεσό το[image: image131.emf]Math Composer 1.1.5
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ΑΗ

ΑΒ

 = 

ΑΓ

ΑΔ

υ ΑΜ στα Δ και Ε αντί-

στοιχα, να αποδείξετε ότι

[image: image132.jpg]



5.
Οι μη παράλληλες πλευρές τραπεζίου ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ)
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ΕΖ

ΒΓ

 .

τέμνονται στο Ο. Αν η διχοτόμος 
της γωνίας Α   Β τέμνει τις ΑΒ, ΓΔ στα Ε και Ζ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι:

i) ΖΔ ( ΒΓ = ΖΓ ( ΑΔ, 
ii) ΕΑ ( ΒΓ = ΕΒ ( ΑΔ .

Σύνθετα θέματα

1.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμ-μένο σε κύκλο (Ο,R). Αν η κάθετη διάμετρος ΚΛ στη ΒΓ τέμνει τις ΑΒ, ΑΓ στα Ε, Ζ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι τα Ε, Ζ είναι συ​ζυγή αρμονικά των Κ, Λ.

2.
Αν οι διχοτόμο[image: image134.jpg]N



ι δύο απέναντι γωνιών τετραπλεύρου ΑΒΓΔ τέμνονται πάνω στη διαγώνιο που ενώνει τις δύο άλλες κορυφές του, τότε είναι ΑΒ ( ΓΔ = ΑΔ ( ΒΓ. Να εξετασθεί αν ισχύει η αντίστροφη πρόταση.

[image: image135.jpg]



3.
Δίνεται τόξο ΑΒ κύκλου (Ο,R). Να 
[image: image136.jpg]



ορίσετε σημείο Μ του τόξου ΑΒ, 
[image: image137.jpg]



τέτοιο ώστε
                 όπου μ, ν 
δοσμένα τμήματα.
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 1 

3

4.
Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και τα σημεία Ε, Ζ των πλευρών του ΑΔ, ΑΒ αντίστοιχα, ώστε ΔΕ = ΒΖ. Αν Η είναι το σημείο τομής των ΒΕ και ΔΖ, να αποδεί​ξετε ότι η ΓΗ είναι 
διχοτόμος της γωνίας ΒΓΔ.

5.
Να κατασκευάσετε τρίγωνο 
ΑΒΓ με βάση ΒΓ = α, ύψος ΑΗ = υ
[image: image139.emf]Math Composer 1.1.5
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[image: image140.emf]Math Composer 1.1.5
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και                 όπου μ,ν 
δοσμένα τμ[image: image141.jpg]


ήματα.

ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. 
Δίνονται δύο κύκλοι (Κ,R) και (Λ,ρ) που εφάπτο​νται εξωτερικά στο Α. Φέρουμε το κοινό εφαπτόμενο τμήμα τους ΔΕ και την ΑΒ κάθετη στη ΑΕ . Να απο​δείξετε ότι
[image: image142.emf]Math Composer 1.1.5
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MB

ΜΓ

 = 

 d 

d'

 ,


2.
Μια μεταβλητή ευθεία ε, διέρχεται από το βαρύκεντρο Θ ενός τριγώνου ΑΒΓ και τέμνει τις πλευρές ΑΒ, ΑΓ στα Δ, Ε αντίστοιχα. Να αποδείξετε 
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ΑΒ

ΑΓ

 = 

ΤΒ

2

TΓ

2


ότι,
3.
i) Θεώρημα Μενελάου. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ευθεία ε που τέμνει τις ευθείες Α[image: image144.emf]Math Composer 1.1.5
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d = 

MA   MB

2R

 ,

Β, ΒΓ, ΓΑ στα Δ, Ε, Ζ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι

[image: image145.jpg]H A

> W\



 
ii) Θεώρημα Ceva. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα ση​μεία Δ, Ε, Ζ των ευθειών ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ, αντίστοιχα. Αν οι ευθείες ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ συντρέχουν, τότε ισχύει:
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d'

 

= 

MA

2

2R

 ,


Να εξετασθεί και για τα δύο θεωρή-ματα, αν ισχύει το αντίστροφο.

[image: image147.jpg]


4.
Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Αν η διχοτόμος της γωνίας 
ΒΑΓ τέμνει τη ΒΔ στο Ε και τη ΒΓ 
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AB

BΔ

 = 

BΓ

AB


στο Ζ, να αποδείξετε ότι




5.
Δίνεται κύκλος διαμέτρου ΑΒ και χορδή ΓΔ κάθετη στην ΑΒ. Αν Μ είναι σημείο της χορδής και οι ευθείες Μ[image: image149.jpg]


Α και ΜΒ τέμνουν τον κύκλο στα Ε και Ζ αντίστοι​χα, να αποδείξετε ότι ΕΖ ( ΖΑ = ΕΑ ( ΖΓ.

6. Αν τα σημεία (Α,Β) και (Γ,Δ) αποτελούν αρμονική τε​τράδα και το Β είναι μεταξύ των Γ, Δ, να αποδείξετε ότι:

i)
ΟΑ2 = ΟΓ • ΟΔ, όπου Ο το μέσο του ΑΒ.
[image: image150.jpg]
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 β 

γ

7. Να κατασκευαστεί εσωτερική 
ημιευθεία Αx της γω​νίας Α τριγώ-νου ΑΒΓ τέτοια, ώστε αν Δ, Ε είναι οι προβολές των Β, Γ στην Αx 
[image: image152.emf]Math Composer 1.1.5
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ΑΔ

ΒΔ

 = 

ΔΓ

ΑΔ

 ,


αντίστοιχα, να είναι 
[image: image153.jpg]


όπου μ, ν είναι γνωστά τμήματα.

8. Δίνεται γωνία x   y και σταθερό σημείο Α στο εσω​τερικό της γωνίας. [image: image154.emf]Math Composer 1.1.5
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α =  2 β.

Να κατασκευασθεί ευθεία, που να διέρχεται από το Α και να τέμνει τις πλευρές της γωνίας στα σημεία Β και Γ, ώστε:
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α =  2 β.

i) το Α να είναι μέσο του ΒΓ,

ii)
να είναι AB =      ΒΓ και

[image: image156.jpg]



iii) να είναι                 όπου μ, ν είναι 
γνωστά τμήματα.
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α.  

 1 
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9.
Δύο κύκλοι (K,R) και (Λ,ρ) τέμνονται στα σημεία Α και Α'. Να κατασκευασθεί ευθεία, που να διέρχεται από το Α και να τέμνει τους κύκλους στα σημεία 
Β και Γ, ώστε να είναι:
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β

2

 + 

1

γ

2

 = 

β

2

 + γ

2

(βγ)

2

 = 

α

2

(αυ

α

)

2

 = 

1

υ

2

α

 .


i) ΑΒ = ΑΓ, 
10. Αν ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ είναι οι διχοτόμοι ενός τριγώνου ΑΒΓ και Ι είναι το έγκεντρο[image: image159.emf]Math Composer 1.1.5
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γ.    3

 του τριγώνου, να αποδεί-
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 + 
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γ

2

 = 

1

υ

2

α

 .


ξετε ότι

Δραστηριότητες
1.
Να αποδείξετε το αντίστροφο του θεωρήματος του Θαλή.
[image: image161.jpg]


2.
Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΒΓ και τυχαίο σημείο Α του επιπέδου, διαφορετικό των Β και Γ. Να κατασκευάσετε τον Απολλώνιο κύκλο ως προς τα Β και Γ, ο οποίος διέρχεται από το Α.

3.
Δίνεται τρίγωνο 
ΑΒΓ και η διχοτόμος 
του ΑΔ. Να εξετάσετε 
αν τα Β και Γ ανήκουν
 στον ίδιο Απολλώνιο κύκλο ως προς τα Δ και Α. Να κατασκευάσετε τον παραπάνω κύκλο και να βρείτε 
[image: image162.emf]Math Composer 1.1.5
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το λόγο
       ως συνάρτηση των 
πλευρών α, β, γ του τριγώνου, όπου Μ τυχαίο [image: image163.jpg]


σημείο του κύκλου.

Εργασία
Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και σημείο Γ της ευθείας ΑΒ. Να βρεθεί το αρμονικό συζυγές του Γ ως προς τα Α και Β (δύο περιπτώσεις).

ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ
Μέτρηση

Στα πρώτα στάδια ανάπτυξης της κοινωνίας η μέτρη​ση γινόταν «με το μάτι», αφού το μέτρο δεν είχε δια​κριθεί ως ανεξάρτητη ιδιότητα ενός αντικειμένου. Στην πορεία ανάπτυ-ξης της κοινωνίας, όταν τέτοιου είδους «ποιοτικά» μέτρα κρίθηκαν ανεπαρκή, εμφα​νίσθηκαν κάποια φυσικά μέτρα, που ήταν συνήθως μέρη του ανθρ[image: image164.emf]Math Composer 1.1.5
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ώπινου σώματος, όπως το μήκος του ποδιού, το πλάτος της παλάμης κ.ά. Για την ύπαρξη τέτοιων μέτρων μαρτυρούν και οι ονομασίες των μέ​τρων μήκους που διατηρήθηκαν μέχρι σήμερα, όπως «πόδι», «δάκτυλος», «παλάμη» κ. α. Τα μέτρα αυτά χρησιμοποιούνταν αρχικά για τον προσδιορισμό της ισότητας των μετρούμενων μεγεθών ή της ισοδυ​ναμίας των σχημάτων. Το μέτρο ενός μεγέθους Α ήταν το πλησιέστε-ρο ακέραιο πολλαπλάσιο της μο​νάδας Ε.

Η ανάγκη για πιο ακριβείς μετρήσεις οδήγησε στη χρήση υποδιαιρέσεων της μονάδας μέτρου. Έτσι εμφανί-στηκαν τα πρώτα «συγκεκριμένα κλάσματα», ως μέρη των συγκεκρι-μένων μέτρων από όπου προήλθαν. Η ιστορική διαδικασία γένεσης των συγκεκριμένων κλασμάτων ως αποτέλεσμα της ανά​γκης μέτρησης επιβεβαιώ[image: image165.emf]Math Composer 1.1.5
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i) 

ΑΒ

3

ΑΓ

3

	

= 

ΒΕ

ΓΖ

νεται από την ανομοιο​μορφία του συμβολισμού των κλασμάτων αυτού του τύπου. Στη Βαβυλώνα τα σύμβολα για το 1/2, το 1/3 και το 2/3 είναι ταυτόχρονα και σύμβολα δοχείων, δηλαδή συγκεκριμένων μέτρων όγκου. Στην αρχαία Αίγυπτο διακρίνονται τα φυσικά κλάσματα (1/2, 1/3, 1/4 και 2/3), που διαμορφώθηκαν από άμεσες πρακτικές ανάγκες και έχουν ιδιάζουσα ονοματο​λογία και ιερογλυφικό συμβολισμό, και τα αλγοριθ​μικά κλάσματα, που ήταν της μορφής 1/ν, και εμφα​νίσθηκαν ως προϊόν μαθηματικής επεξεργα-σίας. Η ανεξαρτητοποίηση του κλάσματος από το συνυφα​σμένο πεδίο μεγεθών ήταν πολύ πιο αργή από τη δια​μόρφωση της έννοιας του φυσικού αριθμού. Δεν έγι​νε γρήγορα αντιληπτό ότι οι αριθμη-τικές ιδιότητες των κλασμάτων δεν εξαρτώνται από[image: image166.emf]Math Composer 1.1.5
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i) ΒΓ = 2 Rρ

 τις ιδιότητες του πεδίου μεγεθών, στο οποίο ανήκουν. Η πρώτη Ελληνική θεωρία μέτρησης. Μία από τις σημαντικές διαφορές της Ελληνικής μαθηματι-κής παράδοσης από την Αιγυπτι-ακή και τη Βαβυλωνιακή είναι ότι τα προβλήματα της μέτρησης συνεχών μεγεθών τίθενται σε νέα θεωρητική βάση. Οι μαθηματικοί αρχίζουν να αναζητούν μεθόδους μέτρησης με βάση κάποια αφηρημένη μονάδα μέτρου μήκους, επιφανείας ή όγκου. Και εδώ δεν εννοούμε εμπειρικές μεθόδους (προσεγγιστι-κού) προσδιορι​σμού του μέτρου που να ικανοποιούν πρακτικές ανά​γκες. Απαιτείται η απόδειξη της ύπαρξης ενός τέτοιου μέτρου. Η νέα αυτή προσέγγιση απαιτούσε την εισα​γωγή νέων θεωρητικών εννοιών[image: image167.emf]Math Composer 1.1.5
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 και νέων τρόπων συλλο-γισμού. Κάθε συγκεκριμένο είδος μεγεθών είναι συνυφασμένο με ορισμένο τρόπο σύγκρισης των φυσικών αντικειμένων ή σωμάτων. Τα ευθύγραμμα τμήματα, π.χ. μπο-ρούν να συγκριθούν με τη βοήθεια της έννοιας της «εφαρμογής» του ενός επί του άλλου, η οποία οδηγεί στην έννοια του μήκους: δύο ευθύγραμμα τμήματα έχουν το ίδιο μήκος αν με τη μεταφορά του ενός επί του άλλου «εφαρμόζουν», ενώ το ένα υπολείπεται του άλλου τότε το πρώτο είναι μικρότερο του δεύτερου. Τα βάρη είναι μεγέθη άλλου είδους. Δεν έχει νόημα το ερώτημα αν το βάρος του σώματος είναι μεγαλύτερο, ίσο, ή μικρότερο από το μή[image: image168.emf]Math Composer 1.1.5
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2μ

2

α

     βγ.

κος ενός ευθύγραμμου τμήματος. Έτσι, τα μήκη, τα εμβαδά, οι όγκοι, είναι διαφορετικά είδη μεγεθών. Το πρόβλημα της μέτρη-σης ενός μεγέθους Α με τη βοήθεια της μονάδας Ε συνίσταται αρχικά, στην αρχαία Ελλάδα στο να βρεθεί πόσες φορές περιέχεται η μονάδα στο Α, δηλαδή ζητείται ο αριθμός α τέτοιος, ώστε A = αΕ, όπου Α και Ε είναι μεγέθη του αυτού είδους. Ένα μέγεθος Χ είναι κοινό μέτρο δύο μεγεθών Α και Β, όταν περιέχεται ακέραιο αριθμό φορών στα μεγέθη αυτά, δηλ. Α = αΧ, B = βΧ. Τότε τα μεγέθη λέγονται σύμμετρα.

Οι αρχαίοι Έλληνες γεωμέτρες είχαν βρει μια αποτε​λεσματική διαδικασία με την οποία μπορούσαν να βρουν το κοινό μέτρο δύο μεγεθών Α και Β, αν υπάρχει. Πρόκειται για τη διαδικασία της ανθυφαίρεσης ή ανταναίρεσης (γνωστής σήμερα ως αλγόριθ​μος του Ευκλείδη), η οποία εκτίθεται στις δύο πρώτες προτάσεις του Βιβλίου VII των «Στοιχείων» του Ευκλείδη. Αν[image: image169.emf]Math Composer 1.1.5
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(i) k =  α
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 +β
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 υποθέσουμε ότι Α > Β, τότε αφαιρούμε το Β από το Α όσες φορές γίνεται. Αν δεν περισσεύει υπόλοιπο, τότε το Β μετρά ακριβώς το Α και είναι το κοινό μέτρο. Ειδεμή έχουμε υπόλοιπο Β1, με 
Β > Β1. Εφαρμόζουμε την ίδια διαδικασία στα Β, Β1. Αν δεν προ-κύπτει υπόλοιπο, το Β1 είναι το κοινό μέτρο, ειδε​μή έχουμε ένα νέο υπόλοιπο Β2. Αν η επανάληψη
αυτής της διαδικασίας τερματιστεί σε κάποιο Βν που μετρά ακριβώς το Αν τότε το Βν είναι το ζητούμενο κοινό μέτρο. Αν ο αλγόριθμος δεν τερματίζεται τα δύο μεγέθη είναι ασύμμετρα. Πιθανότατα στο Θεαί​τητο να α[image: image170.emf]Math Composer 1.1.5
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ΑΓ

 = 

 α 

β

 ,

νήκει η ιδέα να εφαρμο-στεί η ανθυφαίρεση ως κριτήριο ασυμμετρίας δύο τμημάτων. Το κριτήριο αυτό αποδεικνύεται στην Πρόταση 2 του Βιβλίου Χ των «Στοιχείων».

Η ανακάλυψη ότι δεν υπάρχει κοινό μέτρο της διαγω​νίου και της πλευράς του τετραγώνου αποδίδεται στον Πυθαγόρα. Το πώς ακριβώς έγινε αυτή η ανακάλυψη παραμένει θέμα ανοικτό για το οποίο έχουν προτα-θεί ποικίλες ερμηνείες. Όμως η ανακάλυψη αυτή, καθώς και οι δυσκολία λύσης του προβλήματος του τετρα​γωνισμού του κύκλου (βλ. Τα μη επιλύσιμα γεω​μετρικά προβλήματα της αρχαιότητας) έδωσαν νέα ώθηση στα μαθηματικά των μετρούμενων μεγεθών.

Η γενική θεωρία των αναλογιών του Ευδόξου. Η ύπαρξη ασύμμετρων μεγεθών οδήγησε στη διατύ​πωση μιας νέας θεωρίας από τον Εύδοξο τον Κνίδιο που εκτίθεται στο Βιβλίο V των «Στοιχείων» του Ευ​κλείδη. Η νέα θεω[image: image171.emf]Math Composer 1.1.5
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(ii) k =  α

2

 - β

2

 

ρία των αναλογιών στηρίζε-ται στη γενική έννοια του μεγέθους, περιλαμβάνοντας έτσι και τους αριθμούς και τα άλλα συνεχή μεγέθη (μήκη, επιφάνειες, όγκοι). Η έννοια αυτή εισάγεται αξιωμα​τικά με τη βοήθεια των Κοινών Εννοιών στο Βιβλίο I που ορίζουν τις σχέσεις ισότητας και ανισότητας. Ο Εύδοξος ορίζει πότε δύο ζεύγη Αρχιμήδειων μεγεθών α,β και γ,δ έχουν τον ίδιο λόγο με τη βοήθεια των πολλαπλα-σίων αυτών των μεγεθών, δηλαδή όταν: 1) μα > νβ και μγ > νδ ή 
2) μα = νβ και μγ = νδ, ή 3) μα < νβ και μγ < νδ. Στην περίπτωση αυτή τα μεγέθη α, β, γ, δ λέγονται ανάλο-γα. Η σχέση της ανα​λογίας είναι σχέση τύπου ισότητας, δηλαδή συμμε​τρική και μεταβατική, και έτσι τα ζεύγη μεγεθών δια​μερίζονται σε κλάσ[image: image172.jpg]


εις ισοδυναμίας ζευγών που έχουν τον ίδιο λόγο. Έτσι, ο λόγος μπορεί να εισαχθεί ως το κοινό χαρακτηριστικό που έχουν τα ζεύγη μεγεθών μιας κλάσης.

Η γενική θεωρία των αναλογιών αποτελεί τη βάση της μεθόδου της εξάντλησης, η οποία εφαρμόστηκε από τους αρχαίους Έλληνες στη μέτρηση (μη στοιχειω​δών) επιφα-νειών και όγκων. Στηρίζεται στην ιδέα ότι αν από κάποιο μέγεθος αφαιρέσουμε περισσότερο από το μισό, από το υπόλοιπο επίσης κ.ο.κ., τότε μετά από πεπερασμένο αριθμό βημάτων παίρνουμε υπό-λοιπο μικρότερο από οποιοδήποτε δεδομένο μέγεθος («Στοιχεία», Βιβλίο Χ, Πρόταση 1). Με άλλα λόγια, η διαφορά ανάμεσα σε μιά μεταβλητή ποσό​τητα που τείνει σε ένα όριο, και στο όριο αυτό, μπορεί να γίνει όσ[image: image173.emf]Math Composer 1.1.5
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x =  αβ .

ο μικρή θέλουμε με υπο-διπλασιασμό της. Με τη βοήθεια της μεθόδου της εξάντλησης ο Εύδοξος απέδειξε τα παρακάτω θεωρήματα:

1.Τα
εμβαδά δύο κύκλων έχουν λόγο ίσο προς το λόγο των τετραγώνων των διαμέτρων τους.

2.
Ο όγκος πυραμίδας ισούται με το 1/3 του όγκου του πρίσματος με την ίδια βάση και ύψος.

3.
Ο όγκος του κώνου ισούται με το 1/3 του όγκου του κυλίνδρου με την ίδια βάση και ύψος.

Με την ίδια μέθοδο ο Αρχιμήδης βρήκε ένα πλήθος νέων εμβαδών και όγκων, όπως το εμ​βαδόν της παράπλευρης επιφάνειας κυλίνδρου και κώνου, το εμβαδόν της επιφάνειας σφαίρας, τον όγκο της σφαίρας κ.ά.

Αρχιμήδεια και μη Αρχιμήδεια μεγέθη. Γι[image: image174.jpg]


α να ισχύει η θεωρία των αναλογιών πρέπει να ορίζεται ο λόγος ανάμεσα στα συγκρινόμενα μεγέθη α,β. Αυτό εξασφαλίζεται αν υπάρχουν ακέραιοι μ και ν τέτοιοι, ώστε μα > β και νβ > α («Στοιχεία», Βιβλίο V, Ορισμός 4). Η συνθήκη αυτή ονομά​ζεται σήμερα αξίωμα του Ευδόξου (ή, συχνότερα, αξίωμα Αρχιμήδη - Ευδόξου). Τα μεγέθη για τα ο​ποία ικανοποιείται το αξίωμα αυτό λέγονται σήμερα Αρχιμήδεια.

Ας σημειωθεί πως μη Αρχιμήδεια μεγέθη ήταν γνωστά στην Ελληνική αρχαιότητα, όπως οι λεγό​μενες κερατοειδείς γωνίες. Πρόκειται για τη γωνία που σχηματίζεται π.χ. από το τόξο περιφέρειας και την εφαπτομένη στο ένα άκρο της, δηλαδή τ[image: image175.emf]Math Composer 1.1.5
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2 α ,  3 α ,  5 α , . . . ,  ν α

ο μέ​ρος του επιπέδου που περιέχεται μεταξύ του τόξου και της εφαπτομένης στο σημείο επαφής. Οσοδή​ποτε και αν μεγαλώσει μια τέτοια γωνία δεν μπο​ρεί ποτέ να υπερβεί τη γωνία που σχηματίζεται από την εφαπτομένη και οποιαδή-ποτε τέμνουσα του τόξου στο σημείο τομής. Ένα τέτοιο μέγεθος α, το οποίο πολλαπλασιαζόμενο επί οποιονδήποτε πεπερασμένο αριθμό ν παραμένει μικρότερο του μεγέθους β, ονομάζεται ενεργεία απειροστό ως προς το β, ή αντίθετα, το β λέγεται ενεργεία άπειρο μέγεθος ως προς το α.

ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ
• Μέγεθος λέγεται οτιδήποτε επιδέχεται αύξηση ή ελάττωση. Στη Γεωμετρία έχουμε τα γεωμε​τρικά μεγέθη.

• Ένα ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ λέγε[image: image176.emf]Math Composer 1.1.5
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x = 2 α, 

ται υποδιαίρεση του ΑΒ, αν υπάρχει ένας φυσικός αριθμός ν,

[image: image177.emf]Math Composer 1.1.5
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y = 3 α, 


ώστε

• Ένα ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ λέγεται γινόμενο του ΑΒ επί το θετικό 
[image: image178.emf]Math Composer 1.1.5
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3 α, 


ρητό αριθμό               (μ > 0, ν > 0), 
αν είναι άθροισμα μ ευθύγραμμων 
[image: image179.emf]Math Composer 1.1.5
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2 α ,  3 α ,  5 α , . . . ,  ν α


τμημάτων ίσων με

• Αν για δυο μη μηδενικά ευθύγραμ-μα τμήματα ΑΒ και ΓΔ υπάρχει 
[image: image180.jpg]



ρητός              τέτοιος, ώστε

ΓΔ = qAB, τα δύο ευθύγραμμα τμήματα λέγονται σύμμετρα και ο 
[image: image181.emf]Math Composer 1.1.5
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5 α


αριθμός                 λέγεται λόγος
των δύο τμημάτων.

• Μια κοινή[image: image182.emf]Math Composer 1.1.5
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2 α

 υποδιαίρεση 
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3 α 

 
                             λέγεται και κοινό 
μέτρο των ΑΒ και ΓΔ. Δύο σύμμετρα ευθύγραμμα τμήματα είναι ακέραια πολλαπλάσια κάθε κοινού τους μέτρου.

• Δύο ευθύγραμμα τμήματα που δεν είναι σύμμετρα λέγονται ασύμμετρα και ο λόγος τους είναι ένας άρρητος αριθμός.

Τα ευθύγραμμα τμήματα α, γ, λέγονται ανάλογα προς τα τμήματα 
[image: image184.emf]Math Composer 1.1.5
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2α


β, δ όταν είναι
• Αναλογία τμημάτων λέγεται κάθε 
[image: image185.jpg]



ισότητα της μορφής                 όπου 
α, β, γ, δ είναι ευθύγραμμα τμήματα.
• Μέτρο ενός ευθύγραμμου τμήματο[image: image186.emf]Math Composer 1.1.5
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ς α είναι ο λόγος του α προς ένα άλλο τμήμα που παίρνουμε αυθαίρετα ως μονάδα μέτρησης. 
Έτσι:

-
Δύο ίσα τμήματα έχουν ίσα μέτρα και αντίστροφα.

-
Ο λόγος των μέτρων δύο τμη-μάτων, που μετρώνται με την ίδια μονάδα μέτρησης, ισούται με το λόγο των δύο τμημάτων.

• Αν για τα διαφορετικά συνευθει-

[image: image187.emf]Math Composer 1.1.5
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N


ακά σημεία Α, Β, Μ ισχύει    
τότε λέμε ότι το Μ διαιρεί το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ σε λόγο λ.

- Το Μ διαιρεί εσωτερικά ή εξωτερικά το τμήμα ΑΒ σε λόγο λ, αν το Μ είναι αντίστοιχα μεταξύ των Α και Β ή στην προέκταση του ΑΒ.

- Το σημείο Μ πο[image: image188.emf]Math Composer 1.1.5

http://www.mathcomposer.com

N

3

υ διαιρεί ή εσωτερικά ή εξωτερικά το τμήμα ΑΒ σε λόγο λ είναι μοναδικό.

• Θεώρημα Θαλή

- Τρεις τουλάχιστον παράλληλες ευθείες:

[image: image189.emf]Math Composer 1.1.5
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M + N ,  M +  N ,


Αν ε1//ε2//ε3 ,
[image: image190.emf]Math Composer 1.1.5
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M +  N .

Αντίστροφο:
Αν ε1//ε2   και
τότε ΓΗ//ε1//ε2.
[image: image191.jpg]
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- Στο τρίγωνο

[image: image193.emf]Math Composer 1.1.5
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γ =  α

2

 + β

2

 +  3αβ ,  
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Αν ΔΕ//ΒΓ, τότε                    και
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β .


                          .
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Αντίστροφο: Αν                       τότε 
ΔΕ//ΒΓ. 
• Γεωμετρικές κατασκευές

-
Κατασκευή τετάρτης αναλόγου

-
Διαίρεση ευθύγραμμου τμήματος εσωτερικά[image: image198.emf]Math Composer 1.1.5
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 β 

2

 και εξωτερικά σε δοσμένο λόγο

•
Συζυγή αρμονικά

Δύο σημεία Γ και Δ που διαιρούν εσωτερικά και εξωτερικά το τμήμα ΑΒ στον ίδιο λόγο, λέγονται συζυγή αρμονικά των Α και Β.

• Θεωρήματα διχοτόμων

Εσωτερικής διχοτόμου
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  τ(τ - α)(τ - β)(τ - γ) ,
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(α + β + γ)

ΑΔ διχ[image: image202.emf]Math Composer 1.1.5
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 - ΒΔ
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    (1)

οτόμος  
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• Εξωτερικής  διχοτόμου

[image: image204.jpg]
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ΑΕ εξωτ. διχοτόμος         
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4α

2

• Τα ίχνη Δ και Ε της εσωτερικής και εξωτερικής διχοτόμου της 
γωνίας     τριγώνου ΑΒΓ, είναι σημεία συζυγή αρμονικά ως προς τα Β [image: image208.emf]Math Composer 1.1.5
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και Γ.
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• Απολλώνιος κύκλος ως προς τα σημεία Α και Β λέγεται κάθε κύκλος διαμέτρου ΓΔ, όπου τα Γ και Δ είναι συζυγή αρμονικά των Α και Β.
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Ομοιότητα
Στο κεφάλαιο αυτό μελετώνται οι ιδιότητες των όμοιων ευθύγραμμων σχη​μάτων και ειδικότερα των όμοιων τριγώνων για τα οποία διατυπώνον[image: image212.emf]Math Composer 1.1.5
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= 

1

4α

2

ται κα​τάλληλα κριτήρια ομοιότητας. Η ομοιότητα επεκτείνε-ται στο σύνολο των στοιχείων των ευθύγραμμων σχημάτων ενώ δίνονται πρακτικές εφαρμογές σε πραγματικά προβλήματα και σημειώνεται ότι αποτελεί βασικό συνδετικό κρίκο Άλγεβρας και Γεωμετρίας. Τέλος, παρουσιάζεται η στενή σχέση της ομοιότητας με την τριγωνομετρία.
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2τ · 2(τ - β) · 2(τ - γ) · 2(τ - α)=


Ναός στο Khajuraho της Βορειοκεντρικής Ινδίας, 10ος  - 11ος αιώνας
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 8.1 Όμοια ευθύγραμμα σχήματα

Ας θεωρήσουμε ένα παραλληλό-γραμμο ΑΒΓΔ και από τα μέ​σα Β' και Δ' των πλευρών ΑΒ και ΑΔ αντίστοιχα, ας φέρουμε παράλληλες προς τις ΑΔ και ΑΒ, οι οποίες τέμνονται στο ση​μείο Γ'. Τότε το παραλληλόγραμμο ΑΒ'Γ'Δ' έχει τις γωνίες του ίσες με τις αντίστοιχες γωνίες του ΑΒΓΔ, ενώ ισχύει ότι
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Σχήμα 1
Ας θεωρήσουμε κατόπιν ένα τρίγω-νο ΑΒΓ και ας προεκτεί​νουμε τις πλευρές του ΑΒ και ΑΓ προς τα σημεία Β και Γ αντίστοιχα. Θεωρούμε σημείο Β' στην προέκτα-ση της ΑΒ, έτσι, ώστε AB' = 3ΑΒ. Από το Β' φέρουμε παράλληλη προς την τρίτη πλευρά ΒΓ, που τέμνει την προέκταση της ΑΓ στο σημείο Γ'.

Τότε παρατηρούμε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΒ'Γ' έχουν όλες τις γωνίες τους ίσες μία προς μία, ενώ επιπλέον ισχύει ότι
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α = β 2 -  3 .


Τα δύο παραλληλόγραμμα, όπως και τα δύο τρίγωνα που κατασκευ-άσθηκαν προηγουμένως λέγονται όμοια, ενώ ο λόγος των ομόλογων πλευρών τους (δηλαδή των 


Σχήμα 2

πλευρών που βρί​σκονται απέναντι από ίσες γωνίες) λέγεται λόγος ομοιότητας. Γενικότερα για τα όμοια ευθύγραμμα σχήματα έχουμε τον ακόλουθο ορισμό.
Ορισμός

Δυο ευθύγραμμα σχήματα λέγο-νται όμοια, αν έχουν τις πλευρές τους ανάλογες και τις γωνίες που σχημα​τίζονται από ομόλογες πλευρές τους ίσες μία προς μία.

Ο λόγος των ομόλογων πλευρών δύο ευθύγραμμων σχημάτων, λέγεται λόγος ομοιότητας αυτών και συμβολίζεται με λ. Η ομοιό​τητα μεταξύ δύο ευθύγραμμων σχημάτων συμβολίζεται με ~ .


Απόδειξη

Ας θεωρήσουμε δύο όμοια ευθύ-γραμμα σχήματα ΑΒΓΔΕ και Α'Β'Γ'Δ'Ε' (ανάλογα αποδεικνύεται για ευθύγραμμα σχήματα με περισ-σότερες κορυφές). Λόγω της ομοιότητας θα έχουμε ότι











Σχήμα 3

και από τις ιδιότητες των αναλο-γιών, το άθροισμα των αριθμη​τών προς το άθροισμα των παρανομα-στών ισούται με λ, δηλαδή:



8.2 Κριτήρια ομοιότητας

Στην παράγραφο αυτή θα ασχολη-θούμε με την ομοιότητα των τριγώ-νων, καθώς αποδεικνύεται (εφαρμογή 3) ότι δύο όμοια ευθύγραμμα σχήματα χωρίζονται σε ισάριθμα όμοια τρίγωνα.

Απόδειξη

Ας θεωρήσουμε τα τρίγωνα ΑΒΓ και 
Α'Β'Γ' με Α = Α', Β = Β', οπότε και 
Γ = Γ'. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, θεωρούμε ότι Α'Β' < ΑΒ, επομένως υπάρχει σημείο Β'' στην ΑΒ τέτοιο, ώστε ΑΒ'' = Α'Β'. Από τη Β'' φέρουμε παράλληλη προς τη ΒΓ που τέμνει την ΑΓ στο Γ''. Τότε τα τρίγωνα ΑΒ''Γ''και ΑΒΓ είναι όμοια, αφού 
ισχύει ότι ΒΓ''//ΒΓ, οπότε


και η Α είναι κοινή, ενώ Β'' = Β 
οπότε και Γ'' = Γ.

Όμως τα τρίγωνα ΑΒ''Γ'' και Α'Β'Γ' είναι ίσα, καθώς έχουν μία πλευρά ίση και τις προσκείμενες σε αυτή γωνίες ίσες. Συνεπώς τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α'Β'Γ' είναι όμοια.


Σχήμα 4


ΠΟΡΙΣΜΑΤΑ
(i)
 Δυο ορθογώνια τρίγωνα είναι όμοια, όταν έχουν μία οξεία γωνία τους ίση.

(ii) Όλα τα ισόπλευρα τρίγωνα είναι όμοια μεταξυ τους.

(iii) Δυο ισοσκελή τρίγωνα, τα οποία έχουν μία αντίστοι​χη γωνία ίση, είναι όμοια.


Απόδειξη

Θεωρούμε τα τρίγωνα ΑΒΓ και 
Α'Β'Γ' (σχ.4) έτσι, ώστε Α = Α' 

                          . Χωρίς βλάβη της 
γενικότητας θεωρούμε ότι Α'Β' < ΑΒ, επομένως θα υπάρχει σημείο Β'' στην ΑΒ, με ΑΒ'' = Α'Β'. Από το Β'' φέρουμε παράλληλη προς τη ΒΓ που τέμνει την ΑΓ στο Γ''. Επομένως, τα τρίγωνα ΑΒ''Γ'' και ΑΒΓ είναι όμοια. Επειδή ΑΒΓ   ΑΒ''Γ" 

είναι                                              .
Όμως, από την υπόθεση ισχύει ότι 

Επομένως καταλήγουμε ότι 

Τελικά τα τρίγωνα ΑΒ''Γ'' και Α'Β'Γ' είναι ίσα, καθώς έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις περιεχόμε-νες στις πλευ​ρές αυτές γωνίες ίσες.


Απόδειξη

Θεωρούμε τα τρίγωνα ΑΒΓ και 

Α'Β'Γ' (σχ. 4), ώστε 
Χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούμε Α'Β' < ΑΒ , επομέ​νως θα υπάρχει σημείο Β'' στην ΑΒ, με 
ΑΒ'' = Α'Β'. Από το Β'' φέρουμε παράλληλη προς τη ΒΓ που τέμνει την ΑΓ στο Γ'', οπότε τα τρίγωνα ΑΒ''Γ'' και ΑΒΓ είναι όμοια.

Επειδή ΑΒΓ    ΑΒ'Γ" είναι



ΣΧΟΛΙΟ

Το θεώρημα που εκφράζει ότι δύο όμοια τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ανάλογες και το Πυθαγόρειο θεώρημα αποτελούν τους βασι​κούς συνδετικούς κρίκους της Γεωμετρίας με την Άλγεβρα. Η σύνδεση της Γεωμετρίας με την Άλγεβρα είναι ιδιαίτερα εποικοδο​μητική, καθώς μας επιτρέπει να χρησιμοποιούμε την εποπτεία της Γεωμετρίας σε αλγεβρικά προβλή​ματα και την ευχέρεια των πρά​ξεων της Άλγεβρας σε γεωμετρικά προβλήματα. Τα όμοια τρίγωνα και το Πυθαγόρειο
θεώρημα αποτέλε​σαν τα θεμέλια της Τριγωνομε​τρίας. Χρησιμοποιώντας όμοια τρίγωνα μπορούμε να υπολογίσου​με τις διαστάσεις ενός αντικειμέ​νου μετρώντας τις διαστάσεις ενός μικρότερου μοντέλου του. Το μο​ντέλο αυτό θα έχει τις ίδιες γωνίες με το αρχικό, επομένως οι διαστά​σεις του αρχικού προκύπτουν αν πολλαπλασιάσουμε τις αντίστοιχες διαστάσεις του μοντέλου με το λό​γο ομοιότητας των δύο σχημάτων.

Όμως από την υπόθεση έχουμε ότι


Επομένως προκύπτει ότι



οπότε ΑΓ'' = Α'Γ' και Β"Γ" = Β'Γ'.

Άρα τα τρίγωνα ΑΒ''Γ'' και Α'Β'Γ' είναι ίσα γιατί έχουν και τις τρεις πλευρές τους ίσες.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ  1η
Ας θεωρήσουμε δυο όμοια τρίγω-να ΑΒΓ, Α'Β'Γ' με λόγο ομοιότητας λ και σημεία Μ της ΒΓ, Μ' της Β'Γ 

τέτοια, ώστε
Τότε ισχύει ότι


Απόδειξη
Έστω ότι Α'Β' < ΑΒ, οπότε θα υπάρχει σημείο Β'' της ΑΒ τέτοιο, ώστε ΑΒ'' = Α'Β' και σημείο Γ'' της ΑΓ τέτοιο, ώστε ΑΓ'' = Α'Γ', με Β''Γ''//ΒΓ. Έστω σημείο Μ'' της Β''Γ" τέτοιο, ώστε Β''Μ'' = Β'Μ'.

Προεκτείνουμε την ΑΜ'' ώστε να τμήσει τη ΒΓ σε σημείο Ε. Τότε τα τρίγωνα ΑΒ''Μ'' και ΑΒΕ είναι όμοια, οπότε




Σχήμα 5


Όμοια έχουμε ότι 


Οπότε

συνεπώς τα Ε και Μ ταυτίζονται.

Πορίσματα
(i)
 Ο λόγος ομοιότητας δυο όμοιων τριγώνων είναι ίσος με το λόγο δυο ομόλογων υψών τους.

(ii) Ο λόγος ομοιότητας δυο όμοιων τριγώνων είναι ίσος με το λόγο δυο ομόλογων διχοτόμων τους.

(iii) Ο λόγος ομοιότητας δυο όμοιων τριγώνων είναι ίσος με το λόγο δυο ομόλογων διαμέσων τους.



ΕΦΑΡΜΟΓΗ 2η

Πόσο ύψος έχει το σχολείο σας; Λύση

Σχήμα 6

Ένας μαθητής βλέπει την κορυφή Γ του σχολείου από δύο σημεία Α και Β στο έδαφος (σχ. 6). Χρησιμοποιώντας έναν εξάντα (βλ. επόμενη παράγραφο) μετράει τις 

γωνίες Α, Β με τις οποίες φαίνεται 
το σχολείο, π.χ. Α = 19° και Β = 43°.

   Κατόπιν μετράει την απόσταση από το σημείο Α ως το Β, π.χ. 

ΑΒ = 12 μέτρα . Η μέτρηση των γωνιών έγινε από κάποια απόσταση από το έδαφος ίση με το ύψος του μαθητή, ας υποθέσουμε ότι έχει ύψος 1,8 μέτρα. Για να υπολογί-σουμε το ύψος του σχολείου κατασκευάζουμε σε μία κόλλα χαρτί το αντίστοιχο μοντέλο. Θεωρούμε ένα ευθύγραμμο τμήμα A'B' = 6 cm. Προεκτείνουμε την Α'Β' προς το μέρος του Β' και σχηματίζουμε στο

ίδιο ημιεπίπεδο δύο γωνίες 
xA'y = 19° και xB'z = 43°. Οι ημιευθείες A'y και B'z τέμνονται στο σημείο Γ'. Από το σημείο Γ' φέρουμε την κάθετη Γ'Δ' στην Α'Β' και έχουμε κατασκευάσει το μοντέλο μας. Μετράμε ότι το Γ'Δ' ισούται με 3,3 cm.

Ο λόγος ομοιότητας είναι 


Επομένως το πραγματικό μήκος του ΓΔ είναι ΓΔ = λΓ'Δ' = 6,6 μέτρα. Προσθέτοντας και το ύψος του μαθητή, έχουμε ότι το πραγματικό ύψος του σχολείου είναι 8,4 μέτρα.

ΣΧΟΛΙΟ

Με τη χρήση της ομοιότητας μπορούμε να μετρήσουμε μήκη ευθύγραμμων τμημάτων που είναι απρόσιτα.


Ο ΕΞΑΝΤΑΣ

Σχήμα 7
Το παραπάνω σχήμα εκφράζει τη λειτουργία του εξάντα, δηλαδή μας παρουσιάζει έναν απλό μηχανισμό για να με​τράμε τις γωνίες υπό τις οποίες φαίνεται ένα σχήμα. Για να κατασκευασθεί χρειάζεται ένα ίσιο ξύλο, ένα μοιρο​γνωμόνιο, μία χορδή (κιθάρας) ή πετονιά, ένα βαράκι (νήμα της στάθμης) και δύο ανθρώπους, έναν για να βλέ​πει το 
αντικείμενο και έναν για να διαβάζει τη μέτρηση.

ΣΧΟΛΙΟ

Παλιά οι μαθηματικοί συνειδητο-ποίησαν ότι για να επιλύουν τέτοιου είδους προβλήματα ήταν αρκετό να έχουν έναν πίνακα με τρίγωνα και τις διαστάσεις τους, οπότε θα αρκούσε να μελετούν τον πίνακα παρά να κατασκευάζουν μοντέλα των τριγώνων που προέκυπταν από φυσικά προβλήματα.

Παρατήρησαν ότι αρκεί ο πίνακας αυτός να έχει μόνο ορθογώνια τρίγωνα αφού κάθε τρίγωνο διαμε-ρίζεται σε δύο ορθογώνια (σχ. 8). Ένας τέτοιος πίνακας είναι οι τι​μές των τριγωνομετρικών συναρτή-σεων : τα ημίτονα και συνημίτονα των γωνιών ενός ορθογώνιου 
τριγώνου με υποτείνουσα 1. Πρακτικά τα αποτελέσματα από την τριγωνομετρία είναι ακριβέστερα από αυτά που προκύπτουν από μέτρηση και κατασκευή μοντέλου, όπως προηγουμένως. Ωστόσο οι τριγωνομετρικοί πίνακες δεν είναι τίποτε άλλο, παρά πίνακες όμοιων τριγώνων.

Σχήμα 8

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 3η

Να αποδείξετε ότι δυο όμοια ευθύγραμμα σχήματα χωρίζονται σε ισάριθμα όμοια τρί​γωνα. Απόδειξη
Θα αποδείξουμε την εφαρμογή για δύο πεντά​γωνα ΑΒΓΔΕ και Α'Β'Γ'ΔΈ', καθώς η απόδει​ξη είναι ανάλογη για κάθε πολύγωνο. 

Σχήμα 9

Ας υποθέσουμε ότι τα δύο πεντά-γωνα είναι όμοια με λόγο ομοιότητας λ. Από τις κορυφές Α, Α' των πεντα-γώνων φέρουμε τις διαγωνίους ΑΓ, ΑΔκαι Α'Γ', Α'Δ' αντίστοιχα, οπότε κα​θένα πεντάγωνο χωρίσθηκε σε τρία τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΓΔ, ΑΔΕ και Α'Β'Γ', Α'Γ'Δ', Α'Δ'Ε' αντίστοιχα.

Τότε έχουμε ότι ΑΒΓ    Α'Β'Γ' και 
ΑΔΕ     Α'Δ'Ε'. Επομένως, θα είναι 

και Γ1 = Γ'1 και                Τότε όμως 

θα έχουμε ότι Γ2 = Γ2 (αφού Γ = Γ') 

και  


Επομένως και τα τρίγωνα ΑΓΔ και Α'Γ'Δ' θα είναι όμοια.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 4η

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και το ύψος του υα=ΑΗ. Να αποδεί​ξετε ότι 
βγ = 2Rυα, όπου R η ακτίνα του περιγεγραμμέ​νου κύκλου του τριγωνου ΑΒΓ. 
Απόδειξη

Θεωρούμε τη διάμετρο ΑΔ. Τα τρίγωνα ΑΗΓ και ΑΒΔ είναι όμοια, 

αφού Β = Η = 1L και Γ = Δ ως εγγεγραμμένες που βαίνουν στο ίδιο τόξο. 
Επομένως είναι

ή βγ = 2Ruα.

Σχήμα 10



ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο 
με Α = 1L , τότε είναι βγ = υα = 2Rυα .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ

Ερωτήσεις Κατανόησης

1.
i) Αν δυο τρίγωνα είναι ίσα, τότε είναι όμοια; 
ii) Αν δυο τρίγωνα είναι όμοια με 
ένα τρίτο τρί​γωνο, τότε είναι και 
μεταξύ τους όμοια;

2.
Δύο ισοσκελή τρίγωνα είναι πάντα όμοια;

3.
Στο παρακάτω σχήμα είναι 

ΑΒ = 3ΔΕ. Να βρεθεί ο λόγος


4. Στο παρακάτω σχήμα να βρεθεί το μήκος του ΔΕ.


5.
Οι πλευρές ενός τριγώνου είναι 3cm, 4cm και 5cm. Ένα τρίγωνο όμοιο με αυτό έχει περίμετρο 24cm. Ποια είναι τα μήκη των πλευρών του;

6.
Αν στο παρακάτω σχήμα το τετράπλευρο ΒΚΛΓ είναι εγγράψιμο, τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΚΛ είναι όμοια; Ποιες είναι οι ομόλογες πλευρές τους;

7. Στο παρακάτω σχήμα οι ευθείες ΑΒ και ΓΔ είναι παράλληλες; Αιτιολογήστε την απάντησή σας.


Ασκήσεις Εμπέδωσης

1.
Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 
(Α = 1L). Από τυχαίο σημείο Δ της ΑΓ φέρουμε ΔΕ     ΒΓ. Να αποδεί​ξετε ότι:

i) τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΓ είναι όμοια,

ii)
ΑΓ ( ΕΔ = ΑΒ ( ΕΓ.

2.
Στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ θεωρούμε σημεία Δ και Ε 

αντίστοιχα, ώστε ΑΔ =      ΑΒ και 

ΓΕ =      ΑΓ. Να αποδείξετε ότι:

i) τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ είναι όμοια,

ii)
ΒΓ = 3ΔΕ.
3.
Μία μεταλλική πλάκα έχει σχήμα ορθογώνιου τρι​γώνου με πλευρές α,β,γ. Η πλάκα θερμαίνεται και από τη διαστολή αυξάνεται κάθε πλευρά 

της κατά το       της. Θα παραμείνει 
ορθογώνιο τρίγωνο το σχήμα της πλάκας;

4.
Ένα δέντρο ρίχνει κάποια στιγμή σε οριζόντιο έδαφος σκιά μήκους 24m. Στο ίδιο σημείο, την ίδια στιγμή, μια κατακόρυφη ράβδος μήκους 2m ρίχνει σκιά μήκους 3m. Να βρεθεί το ύψος του δέντρου.

5.
Δίνεται το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και το ύψος του ΑΔ. Να αποδείξετε ότι:

i)
ΑΔ2 = ΔΒ   ΔΓ,

ii)
ΑΒ2 = ΒΔ   ΒΓ
iii)
ΑΒ   ΑΓ = ΑΔ   ΒΓ.

6.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμ-μένο σε κύκλο (O,R) και οι ευθείες Αx και Αy που σχηματίζουν ίσες γωνίες με τις ΑΒ και ΑΓ και τέμνουν τη ΒΓ και τον κύκλο 
αντίστοιχα στα Δ και Ε. 
Να αποδείξετε ότι

ΑΔ ( ΑΕ = ΑΒ ( ΑΓ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1. O παρατηρητής ΑΒ βλέπει το φως του λαμπτήρα Γ μέσα από τον καθρέπτη Κ. Να υπολογίσετε το ύψος του φανοστάτη ΔΓ, όταν είναι ΔΚ = 3m, ΑΚ = 2m και το ύψος του παρατηρητή 1,70m. (Είναι γνωστό από τη Φυσική ότι η γωνία πρόσπτωσης είναι ίση με τη γωνία ανάκλασης).


2.
Να αποδείξετε ότι:

i) δύο παραλληλόγραμμα είναι όμοια, αν δύο διαδοχι​κές πλευρές του ενός είναι ανάλογες προς δύο διαδοχι​κές πλευρές του άλλου και οι γωνίες των πλευρών αυ​τών είναι ίσες,

ii)
δύο ορθογώνια με ίση τη γωνία των διαγωνίων τους είναι όμοια.

3.
Θεωρούμε τους κύκλους (O1,R1 και (O2,R2) που τέμνονται στα σημεία Α και Β. Αν οι εφαπτόμενες στο Α τέμνουν τους κύκλους στα Α1 και Α2 αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι ΑΒ2 = ΒΑ1 ( ΒΑ2.

4.
Αν ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ είναι τα ύψη και Η το ορθόκεντρο τριγώνου ΑΒΓ να αποδείξετε ότι

ΗΔ ( ΗΑ = ΗΒ ( ΗΕ = ΗΓ ( ΗΖ.


5.
Από το μέσο Μ του τόξου ΑΒ φέρουμε τις χορδές ΜΔ και ΜΖ, που τέμνουν τη χορδή ΑΒ στα Δ' και Ζ' αντίστοιχα. Να αποδειχθεί ότι

ΜΔ ( ΜΔ' = ΜΖ ( ΜΖ'.

6.
Σε ορθογώνιο τραπέζιο 
(Α = Δ = 1L) οι διαγώνιοι είναι κάθετες. Να αποδείξετε ότι το ύψος του είναι μέσο ανάλογο των βάσεων.

Σύνθετα Θέματα

1.
Να αποδείξετε ότι δύο τραπέζια με ανάλογες βάσεις και τις προσκείμενες σε δύο ομόλογες βάσεις τους γω​νίες ίσες μία προς μία, είναι όμοια.

2.
Έστω δοσμένη γωνία x   y και σημείο Μ. Ο τυχαίος κύκλος που διέρχεται από τα Ο και Μ τέμνει τις πλευ​ρές Οx, Οy στα Β και Γ αντίστοιχα. Να αποδειχθεί ότι 

                  όπου d, d' είναι οι 
αποστάσεις του Μ από τις Οx, Οy, αντίστοιχα.

3.
Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 
(Α = 1L) και το ύψος του ΑΔ. Η 
διχοτόμος της γωνίας Γ τέμνει το ΑΔ στο Ζ και η διχοτόμος της 

ΔΑΒ τέμνει τη ΒΓ στο Ε. Να αποδείξετε ότι ΖΕ//ΑΒ.

4. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Β - Γ= 1L και το ύψος του ΑΔ. Να αποδείξετε ότι ΑΔ2 = ΔΒ ( ΔΓ.

5. Η διχοτόμος ΑΔ ενός τριγώνου ΑΒΓ τέμνει τον περιγεγραμμένο κύκλο στο Ε. Να αποδείξετε ότι :

i)
AB ( ΑΓ = ΑΔ ( ΑΕ,

ii)
ΕΒ2 = ΕΑ ( ΕΔ .
ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1.
Έστω δοσμένος κύκλος (O,R) και σημείο Α στο εξωτερικό του κύκλου. Από το Α φέρουμε την εφα​πτομένη ΑΤ και την τέμνουσα ΑΒΓ. Να 
αποδειχθεί ότι 

2.
Από σημείο Α φέρουμε τις εφαπτόμενες ΑΒ και ΑΓ κύκλου (O,R) και τυχαία τέμνουσα ΑΔΕ. Να αποδει​χθεί ότι ΒΔ ( ΓΕ = ΒΕ ( ΓΔ.

3.
Αν Ε, Ζ είναι οι προβολές των κορυφών Β, Γ ενός τριγώνου ΑΒΓ (με β ≠ γ) στη διχοτόμο του ΑΔ να αποδείξετε ότι τα Ε, Ζ είναι συζυγή αρμονικά των Α, Δ.

4.
Σε κάθε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ να αποδειχθεί ότι οι αποστά-σεις τυχαίου σημείου της διαγωνίου ΑΓ από τις πλευρές ΑΒ και ΑΔ είναι αντιστρόφως ανάλογες προς τις πλευρές αυτές.

5.
Αν Μ τυχαίο σημείο κύκλου (O,R), να αποδείξετε ότι :

i)
η απόσταση d του Μ από χορδή 

ΑΒ του κύκλου είναι

ii)
η απόσταση d' του Μ από την εφαπτομένη σε τυχαίο σημείο Α του 
κύκλου είναι 

iii)
αν d, d1, d2, οι αποστάσεις του Μ από μία χορδή ΓΔ του κύκλου και από τις εφαπτόμενες στα Γ, Δ αντίστοιχα, τότε d2 = d1 ( d2.

6.
Θεώρημα Πτολεμαίου: Σε κάθε εγγράψιμο τετράπλευρο 
το άθροισμα των 
γινομένων των απέναντι 
πλευρών είναι ίσο με το 
γινόμενο των διαγωνίων του.

Δραστηριότητες

1.
Να κατασκευασθούν δύο τετράπλευρα των οποίων οι πλευρές είναι παράλληλες μία προς μία, αλλά δεν είναι όμοια.


2.
Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ. 
Να κατασκευασθεί 
τετράπλευρο Α'Β'Γ'Δ' 
το οποίο να αποτελείται 
από τρίγωνα ίσα με τα 
τρίγωνα στα οποία χωρίζει η διαγώνιος ΑΓ το ορθογώνιο έτσι, ώστε το Α'Β'Γ'Δ' να μην είναι όμοιο με το ΑΒΓΔ.
Εργασία

Κατασκευάστε έναν εξάντα και υπολογίστε το ύψος μίας πολυκατοικίας στη γειτονιά σας ακολουθώντας τη διαδικασία της εφαρμογής 2.

ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ
Όμοια ευθύγραμμα σχήματα

• Ανάλογες πλευρές 
• Ίσες γωνίες

O λόγος των περιμέτρων δύο όμοιων ευθύγραμμων σχημάτων ισούται με το λόγο ομοιότητάς τους.
• Κριτήρια Ομοιότητας τριγώνων 
• Δύο ίσες γωνίες

• Δύο πλευρές ανάλογες και τις περιεχόμενες γωνίες ίσες

• Τρεις πλευρές ανάλογες

• Σε δύο όμοια τρίγωνα ο λόγος δύο ομόλογων στοιχείων τους ισούται με το λόγο ομοιότητάς τους.



Μετρικές Σχέσεις
Το κεφάλαιο αυτό ασχολείται ουσι-αστικά με τον προσδιορισμό των στοιχείων του τριγώνου αν είναι γνωστές οι πλευρές, καθώς και με μετρικές σχέσεις στον κύκλο. Στις μετρικές σχέσεις στο τρίγωνο πα-ρουσιάζεται το Πυθαγόρειο θεώρημα και η γενίκευσή του με άμεση εφαρ-μογή στον προσδιορισμό του εί-δους του τριγώνου ως προς τις γω-νίες του – ακόμα και στον προσδι-ορισμό των γωνιών του, αν χρησι-μοποιήσουμε τον ισοδύναμο νόμο των συνημιτόνων – καθώς και των υψών του τριγώνου. Κατόπιν υπολογίζονται οι διάμεσοι με τα δύο θεωρήματα των διαμέσων.

Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται με το θεώρημα τεμνουσών από το οποίο προκύ​πτουν οι μετρικές σχέσεις σε κύκλο.

Κάζιμιρ Μαλέβιτς (Ρώσος, 1878 - 1935). «Υπέρτατο», πριν το 1915.



Μετρικές σχέσεις στο τρίγωνο 

9.1 Ορθές προβολές

Ας θεωρήσουμε μία ευθεία ε και ένα σημείο Α που δεν ανήκει σε αυτή. Το ίχνος Α' της καθέτου που φέρουμε από το Α προς την ε το λέμε ορθή προβολή ή απλώς προβολή του Α στην ευ​θεία ε. Αν το σημείο είναι σημείο της ευθείας, π.χ. το Β, τότε ως προβολή του Β' πάνω στην ε θεωρούμε το ίδιο το Β. Τέλος ορθή προβολή του τμήματος ΓΔ πάνω στην ευθεία ε λέμε το τμήμα Γ'Δ' που έχει ως άκρα τις ορθές προβολές Γ', Δ' των άκ​ρων Γ, Δ, αντίστοιχα, του τμήματος ΓΔ πάνω στην ε .

Σχήμα 1

9.2 Το Πυθαγόρειο θεώρημα

Θεώρημα I

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο μιας κάθετης πλευράς του είναι ίσο με το γινόμενο της υποτείνουσας επί την προβολή της πλευράς αυτής στην υποτείνουσα.

Απόδειξη

Έστω λοιπόν ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και Δ η προβολή της κορυφής Α στην υποτείνουσα ΒΓ. Θέλουμε να αποδείξου​με ότι 
ΑΒ2 = ΒΓ ( ΒΔ και ΑΓ2 = ΒΓ ( ΓΔ.

Για την πρώτη σχέση αρκεί να 

αποδείξουμε ότι                   , δηλαδή 
ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΒΑ είναι όμοια, το οποίο ισχύει αφού 
Α = Δ = 1L και η Β είναι κοινή. Όμοια απο​δεικνύεται και η σχέση ΑΓ2 = ΒΓ ( ΓΔ.

Διαιρώντας τις ΑΒ2 = ΒΓ · ΒΔ και ΑΓ2 = ΒΓ ( ΓΔ κατά μέλη προκύπτει το εξής πόρισμα:

Πόρισμα
Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, ο λόγος των τετραγώνων των κάθετων πλευρών του είναι ίσος με το λόγο των προ​βολών τους πάνω στην υποτείνουσα.


Σχήμα 2
Θεώρημα II (Πυθαγόρειο)

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το άθροισμα των τετρα​γώνων των κάθετων πλευρών του είναι ίσο με το τε​τράγωνο της υποτείνουσας.

Απόδειξη

Θέλουμε δηλαδή (σχ.2) να αποδείξουμε ότι

AB2 + ΑΓ2 = ΒΓ2 ή α2 = β2 + γ2 
Σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα έχουμε:

AB2 = ΒΓ ( ΒΔ και ΑΓ2 = ΒΓ ( ΓΔ . Με πρόσθεση των ισοτήτων κατά μέλη προκύπτει ότι :

ΑΒ2 + ΑΓ2 = ΒΓ (  ΒΔ + ΒΓ ( ΓΔ =

= ΒΓ(ΒΔ + ΓΔ) = ΒΓ ( ΒΓ = ΒΓ2 .

Θεώρημα ΙΙΙ 
(Αντίστροφο του Πυθαγορείου)

Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ΑΒ2 + ΑΓ2 = ΒΓ2, τότε

Α= 1L.

Απόδειξη

Πάνω στις πλευρές Ox, Oy ορθής 
γωνίας x   y θεωρούμε αντί​στοιχα τμήματα ΟΔ = ΑΒ και ΟΕ = ΑΓ. Επειδή το τρίγωνο ΟΔΕ είναι ορθογώνιο σύμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώρημα και την υπόθεση,έχουμε

ΔΕ2 = ΟΔ2 + ΟΕ2 = ΑΒ2 +ΑΓ2 = ΒΓ2 .

Άρα ΔΕ = ΒΓ. Επομένως τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΟΔΕ είναι ίσα, γιατί έχουν και τις τρεις πλευρές ίσες, οπότε θα 
είναι A= O = 1L, που είναι το ζητούμενο.



Σχήμα 3
Θεώρημα IV

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο του ύψους του που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα είναι ίσο με το γινόμενο των προβολών των κάθετων πλευρών του στην υποτείνουσα.

Απόδειξη

Έστω ΑΔ το ύψος του ορθογώνιου τριγώνου ΑΒΓ (σχ. 4), που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα. Θα αποδείξουμε ότι
ΑΔ2 = ΒΔ ( ΔΓ

Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΓΑΔ είναι όμοια, αφού είναι ορθογώνια και 
Α1 = Γ ως συμπληρωματικές της Β. Επομένως, οι πλευρές τους είναι 


ανάλογες, δηλαδή                   οπότε 
ΑΔ2 = ΒΔ ( ΔΓ. 


Σχήμα 4
ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1η

Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές, τότε


Απόδειξη

Πράγματι, με εφαρμογή του Πυθαγόρειου θεωρήματος στο ΑΒΓ παίρνουμε α2 = β2 + γ2 = 2β2 
ή 

Σχήμα 5
ΣΧΟΛΙΟ

Η εφαρμογή αυτή αποδεικνύει την ύπαρξη τμημάτων με άρρητο Xoyo. Είναι αξιοσημείωτο ότι ενώ είναι αδύνατη η μέτρηση με το υποδεκά-μετρο τμημάτων άρρητου μήκους, ωστόσο είναι ακριβής ο προσδιορι-σμός τους με γεωμετρικές κατασκευές.


ΕΦΑΡΜΟΓΗ 2η

Αν ΑΔ είναι το υψος ορθογώνιου τριγώνου ΑΒΓ που αντιστοιχεί

στην υποτείνουσα, τότε ισχύει

Απόδειξη

Επειδή αυα = βγ, εχουμε ότι 



Σχήμα 6
Παρατήρηση: Υπενθυμίζουμε ότι σε 
ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α = 90ο) ισχύει: 

ΑΒ ( ΑΓ = ΑΔ ( ΒΓ      β ( γ = α ( υα. 
(Βλ. Εφαρμογή 4, σελ. 80
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ

Ερωτήσεις Κατανόησης

1.
Ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 
(Α = 1L) έχει ΑΒ = 6 και ΑΓ = 8. Ποιο το μήκος της διαμέσου AM;

2.
Αν ο λόγος των κάθετων πλευρών ενός ορθογώνιου τριγώνου είναι 4, τότε ο λόγος των προβολών τους στην υποτείνουσα είναι :

α. 2

β. 4

y. 16

δ. 
Κυκλώστε το γράμμα που αντιστοιχεί στη σωστή απά​ντηση και αιτιολογήστε την απάντησή σας.

3.
Ένα ορθογώνιο τρίγωνο έχει κάθετες πλευρές ίσες με 9 cm και 
12 cm. Η πλευρά ισόπλευρου τριγώνου που έχει ίση περίμετρο με το ορθογώνιο τρίγωνο είναι:
α. 10 cm 

β. 12 cm 
γ. 13 cm 

δ. 14 cm.

Κυκλώστε το γράμμα που αντιστοι-χεί στη σωστή απάντηση και αιτιολογήστε την απάντησή σας. 
4. Στο παρακάτω σχήμα να υπολογίσετε τα x και y.


Ασκήσεις Εμπέδωσης
1. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 
(A =1L) φέρουμε το ύψος ΑΔ. Αν είναι ΑΒ = 3 και ΑΓ = 4, να υπολογιστούν τα μήκη των τμημάτων ΒΓ, ΒΔ, ΔΓ και ΑΔ.

2. Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 
(A = 1L) είναι  Β = 2Γ τότε ο λόγος 

       είναι ίσος με:


              β.  1                 δ. 2     ε. 3

Κυκλώστε το γράμμα που αντιστοι-χεί στη σωστή απά​ντηση και αιτιολογήστε την απάντησή σας. 

3. Σε ορθογώνιο τρίγωνο 
ΑΒΓ (A = 1L) φέρουμε το ύψος ΑΔ. 

Αν είναι ΑΒ = 5 και ΒΔ =        , να 
διατάξετε κατά αύξουσα σειρά μήκους τα τμήματα: ΑΓ, ΒΓ, ΓΔ και ΑΔ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.
Να αποδειχθεί ότι το τρίγωνο, που έχει πλευρές α = κ2 + λ2, 
β = 2κλ και γ = κ2 - λ2, όπου κ, λ θετικοί ακέραιοι με κ > λ, είναι ορθογώνιο.
2.
Αν ΑΕ, ΑΖ είναι αντίστοιχα οι προβολές δύο χορδών ΑΓ και ΑΔ ενός κύκλου σε μία διάμετρό του ΑΒ, να αποδείξετε ότι 
ΑΖ ( ΑΓ2 = ΑΕ ( ΑΔ2.

3.
Αν Δ είναι μέσο της κάθετης πλευράς ΑΓ ενός ορθογώνιου 
τριγώνου ΑΒΓ (Α = 1L) και Ε η προβολή του στη ΒΓ, τότε να αποδείξετε ότι ΕΓ2 + ΑΒ2 = ΕΒ2. Στη συνέχεια διατάξτε κατά αύξουσα σειρά μήκους τα τμήματα ΔΒ, ΕΒ, ΕΓ.

4.
Δύο ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ και 
Α'Β'Γ' (Α = Α = 1L) έχουν μβ = μβ' και μγ = μγ' .
Να αποδείξετε ότι:

i) α = α'



ii) β = β'.

Τι συμπεραίνετε για τα ΑΒΓ και Α'Β'Γ;

5. Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ 
(ΑΒ = ΑΓ) φέρουμε το ύψος του ΒΕ. Να αποδείξετε ότι

α2 + β2 + γ2 = 3ΒΕ2 + 2ΑΕ2 + ΓΕ2.

Σύνθετα θέματα

1. Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο 
ΑΒΓ (Α = 1L) και το ύψος του ΑΔ. Αν Ε, Ζ είναι οι προβολές του Δ πάνω στις ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι :


                        ii) ΑΔ3 = ΒΓ ( ΔΕ ( ΔΖ.

2.
Δίνονται δύο κύκλοι (K,R) και (Λ,ρ) που εφάπτονται εξωτερικά στο Α. Αν ΒΓ είναι το κοινό εξωτε-ρικό εφα​πτόμενο τμήμα τους και (Ο,σ) ο κύκλος που εφάπτεται στους (K,R), (Λ,ρ) και στη ΒΓ, να αποδείξετε ότι:


3.
Θεωρούμε τραπέζιο ΑΒΓΔ με 
Α = Β = 1L. Αν Μ, Ν τα μέσα των διαγωνίων ΒΔ, ΑΓ αντίστοιχα και Κ το σημείο τομής της ΑΜ με τη ΒΓ να αποδείξετε ότι :

i)
το ΑΒΚΔ είναι ορθογώνιο,

ii)
ΔΓ2- ΑΒ2 = 4ΜΝ2.


4.
Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο να 

αποδείξετε ότι ΑΒΓ (Α = 90ο) να 

αποδείξετε ότι 

5.
Θεωρούμε κύκλο (Ο,R), διάμετρό του ΑΒ και μία χορδή του ΓΔ που τέμνει την ΑΒ στο Ε και σχηματίζει με αυτή γωνία 45°. Να αποδείξετε ότι ΕΓ2 + ΕΔ2 = 2R2. 
6.
Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο 
ΑΒΓ (Α = 1L) και το ύψος του ΑΔ. Αν x, y και ω είναι αντίστοιχα τα μήκη οποιωνδήποτε ομόλογων γραμμικών στοιχείων των τριγώ-νων (π.χ. διαμέσων, υψών, 
ακτίνων εγγεγραμμένων 
κύκλων κτλ.) ΔΑΒ, ΔΑΓ 
και ΑΒΓ, τότε x2 + y2 = ω2.

9.3 Γεωμετρικές κατασκευές


Με εφαρμογή του Πυθαγόρειου θεωρήματος και του θεωρή​ματος IV αντιμετωπίζουμε τα παρακάτω βασικά προβλήματα γεωμετρικών κατασκευών ευθύγραμμων τμημάτων .

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1

Αν α, β είναι γνωστά τμήματα, να κατασκευάσετε το τμήμα k , που ορίζεται από την ισότητα : 
 
Λύση

(i)
Η δοσμένη ισότητα γράφεται ισοδύναμα k2 = α2 + β2, οπότε το ζητούμενο τμήμα k είναι υποτείνου-σα ορθογώνιου τριγώνου με κάθετες πλευρές α, β.

Επομένως, αν πάνω στις κάθετες πλευρές (σχ.7) Ox, Oy μίας ορθής γωνίας xOy πάρουμε αντίστοιχα τα σημεία Α, Β, ώστε ΟΑ = α και 
ΟΒ = β, τότε

ΑΒ2 = OA2 + OB2 = α2 + β2
και επομένως το τμήμα ΑΒ είναι το ζητούμενο τμήμα k . Είναι φανερό ότι το τμήμα k κατασκευάζεται για οποιαδήποτε τμήματα α, β.


Σχήμα 7
(ii) Η δοσμένη ισότητα γράφεται ισοδύναμα k2 = α2 - β2 η οποία σημαίνει ότι το ζητούμενο τμήμα k είναι η μία κάθετη πλευρά ορθογώ-νιου τριγώνου με υποτείνουσα α και άλλη κάθετη πλευρά το β. Η κατασκευή είναι όμοια της (i).

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2

Αν α, β είναι γνωστά τμήματα, να κατασκευάσετε το τμήμα x , που ορίζεται από την ισότητα             Το τμήμα x είναι  η μέση ανάλογος των α, β.

Λύση

Η δοσμένη ισότητα γράφεται ισοδύ-ναμα x2 = αβ η οποία σημαί​νει ότι το x είναι το ύψος του ορθογώνιου τριγώνου, που χωρίζει την υποτεί-νουσα σε δύο τμήματα ίσα με α και β αντίστοιχα. Παίρνουμε επομένως σε μία ευθεία διαδοχικά τα τμήματα ΑΒ = α και ΒΓ = β (σχ.8). Γράφουμε ημικύκλιο διαμέτρου ΑΓ και στο Β υψώνουμε κάθετο στην ΑΓ, που τέμνει το ημικύκλιο στο Δ. Σχηματί-ζουμε το τρίγωνο ΔΑΓ το οποίο 

είναι ορθογώνιο (Δ=1L). Επομένως έχουμε ΔΒ2 = ΑΒ ( ΒΓ = αβ και κατά συνέπεια το τμήμα ΔΒ είναι το ζητούμενο. Είναι φανερό ότι το τμήμα x κατα​σκευάζεται για οποιαδήποτε τμήματα α, β.


Σχήμα 8

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3

Αν α είναι γνωστό τμήμα, να κατασκευασθεί τμήμα ίσο με 
                                                  με ν φυσικό μεγαλύτερο ή ίσο του δύο. 
Λύση

Αν                 τότε x2 = 2α2 = α2 + α2 , η οποία σημαίνει ότι το x μπορεί να κατασκευασθεί (σχ.9) ως υποτεί-νουσα ορθο​γώνιου και ισοσκελούς τριγώνου με κάθετες πλευρές ίσες με α. Έτσι το ΟΒ είναι το ζητούμενο τμήμα.

Αν                τότε y2 = 3α2 = 
= α2 + 2α2 = α2 + x2 που ση​μαίνει ότι το y είναι υποτείνουσα ορθογώνιου τριγώνου με κάθετες πλευρές α και x . Αν λοιπόν φέρουμε κάθετο στην ΟΒ στο Β και πάνω σε αυτή πάρουμε σημείο Γ, ώστε ΒΓ = α, τότε ΟΓ =          δηλαδή y = ΟΓ. Συνεχίζοντας με αυτόν τον τρόπο κατασκευάζουμε διαδοχικά τα 
τμήματα 

Σχήμα 9
ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ

Η ανακάλυψη της ασυμμετρίας

Αρχικά οι Πυθαγόρειοι πίστευαν ότι ο λόγος οιωνδήποτε (φυσικών ή γεωμετρικών) μεγεθών μπορεί να εκφραστεί ως λόγος φυσικών αριθ​μών. Ειδικότερα, θεωρούσαν ότι όλα τα τμήμα​τα είναι σύμμετρα, 
δηλαδή για οποιαδήποτε δύο τμήματα ΑΒ και ΓΔ υπάρχει τμήμα ΕΖ που περιέχεται ακέραιο αριθμό φορών τόσο στο ΑΒ, όσο και το ΓΔ.

Όμως σύντομα έκαναν μια ανακάλυψη που έμελλε να κλονίσει την πεποίθησή τους αυτή. Βρήκαν ότι υπάρχουν μεγέθη που δεν είναι σύμμετρα. Δεν γνωρίζουμε με βε-βαιότητα ποιο ακριβώς πρόβλημα οδήγησε τους αρχαίους Έλ​ληνες στην ανακάλυψη αυτή. Οι ιστορικοί έχουν προτείνει κατά καιρούς πολλές εκδοχές. Η ανακάλυψη αυτή μπορεί να είχε γίνει π.χ. στη γεωμε-τρία, στο πρόβλημα της εύρεσης του κοι​νού μέτρου της διαγωνίου προς την πλευρά του τετραγώνου, ή κατά τη μελέτη του κανονικού δωδεκαέδρου, ή στη θεωρία της μουσικής, στο πρόβλημα της διαίρεσης της οκτάβας, που ανά​
γεται στην εύρεση του γεωμετρικού μέσου των αριθμών 1 και 2, ή στην αριθμητική, στο πρό​βλημα του ορισμού του λόγου, που το τετρά-γωνό του είναι ίσο με 2.

Η πρώτη μαρτυρία για την απόδειξη της ασυμμετρίας (αλλά όχι κατ' ανάγκη και ιστορι​κά πρώτη απόδειξη) απαντάται στα «Αναλυ​τικά Ύστερα» του Αριστοτέλη, ο οποίος αναφέ​ρει ότι η απόδειξη της ασυμμετρίας της διαγω​νίου με την πλευρά του τετραγώνου γίνεται με την εις άτοπο απαγωγή, γιατί «αν υποτεθεί ότι η διάμετρος είναι σύμμετρη με την πλευρά, τότε ο άρτιος θα ισούται με τον περιττό». Η πρόταση αυτή του Αριστοτέλη ερμηνεύεται ως εξής:

Αν υποθέσουμε ότι η πλευρά ΑΒ είναι σύμμετρη προς τη διαγώνιο ΑΓ, τότε ο λόγος τους είναι λόγος 
ακεραίων αριθμών, δηλαδή, 

                 όπου οι α, β δεν είναι και 
οι δύο άρτιοι. Τότε, από το Πυθαγό-ρειο θεώρημα έχουμε ΑΓ2 = 2ΑΒ2.

Επομένως,                             

ή β2 = 2α2
ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ

Αυτό σημαίνει ότι ο β2 είναι άρτιος και επομέ​νως και ο β είναι άρτιος (δηλαδή της μορφής β = 2λ). Τότε ο α πρέπει να είναι περιττός (αφού οι α, β δεν είναι και οι δύο άρτιοι). Όμως τότε (2λ)2 = 2α2, ή 4λ2=2α2, ή 2λ2 = α2 κι επομένως ο α2 είναι άρτιος, οπότε και ο α είναι άρτιος, που είναι άτοπο.

Πρέπει να σημειώσουμε ότι η απόδειξη αυτή έχει καθαρά αριθμη-τικό χαρακτήρα και στηρίζεται στη θεωρία του άρτιου και του πε​ριττού (δηλαδή τη θεωρία διαιρετότητας δια 2) που είχαν αναπτύξει οι Πυθαγόρειοι.

Γρήγορα βρέθηκαν και άλλα ασύμμετρα τμήματα. Ειδικότερα, ο Θεόδωρος ο Κυρηναίος (τέλη του 5ου αι. π.Χ.) ανακάλυψε ότι οι 

πλευ​ρές των τετραγώνων με εμβαδόν 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15 είναι ασύμμετρες με τη δι-αγώνιο του τετραγώνου με πλευρές τη μονάδα. Επίσης, ο Θεαίτητος απέδειξε ότι αν το εμβαδόν ενός τετραγώνου εκφράζεται με έναν αριθμό Ν που δεν είναι τετράγωνος, τότε η πλευρά του είναι ασύμμετρη με τη μονάδα. Με σύγχρονη ορολογία, αν Ν ≠ α2, τότε ο        δεν είναι ρητός αριθμός. Ο Θεαίτητος προχώρησε παραπέρα τις έρευνές του και απέδειξε ότι και όλοι οι αριθμοί της μορφής      , όπου Ν φυσι​κός αριθμός δεν είναι τέλειοι κύβοι. Επίσης εξέτασε άρρητους της μορφής  



9.4 Γενίκευση του Πυθαγορείου 
      θεωρήματος

Το Πυθαγόρειο θεώρημα εκφράζει το τετράγωνο μίας πλευράς τριγώ-νου που βρίσκεται απέναντι από ορθή γωνία, ως προς τις δύο άλλες πλευρές. Προκύπτει, λοιπόν, το ερώτημα: το τετρά​γωνο μίας πλευράς τριγώνου που βρίσκεται απέναντι σε οξεία ή αμβλεία γωνία μπορεί να εκφρασθεί ως συνάρτη-ση των άλλων πλευρών; Απάντηση στο ερώτημα αυτό δίνουν τα ακό​λουθα δύο θεωρήματα.

Θεώρημα I

Το τετράγωνο πλευράς τριγώνου, που βρίσκεται απένα​ντι από οξεία γωνία, είναι ίσο με το άθροισμα των τε​τραγώνων των δυο άλλων πλευρών του, ελαττωμένο κατά το διπλάσιο γινόμενο της μίας από αυτές επί την προβολή της άλλης πάνω σε αυτή.












   Σχήμα
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Αν δηλαδή σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ 
(σχ.10) είναι π.χ. A < 1L και ΑΔ η προβολή της πλευράς γ πάνω στη β, τότε ισχύει ότι

α2 = β2 + γ2 - 2β ( ΑΔ .
Απόδειξη

Από τα ορθογώνια τρίγωνα ΔΒΓ, ΔΒΑ έχουμε, με εφαρμογές του Πυθαγόρειου θεωρήματος αντίστοιχα :

α2 = ΔΒ2 + ΔΓ2 και ΔΒ2 = γ2 - ΑΔ2 .

Επειδή είναι Α < 1 L τα Δ,Γ βρίσκονται προς το ίδιο μέρος του Α και ειδικότερα:

•
αν Γ < 1 L το Δ είναι μεταξύ των Α, Γ (σχ.10α), οπότε ΔΓ = β - ΑΔ.

•
αν Γ > 1 L το Γ είναι μεταξύ των Α, Δ (σχ.10β), οπότε ΔΓ = ΑΔ - β .

Από τις δύο τελευταίες ισότητες προκύπτει ότι

ΔΓ2 = (β - ΑΔ)2 = β2 + ΑΔ2 - 2β ( ΑΔ .

Με αντικατάσταση αυτής της σχέσης και της ΔΒ2 = γ2 - ΑΔ2 στην α2 = ΔΒ2 + ΔΓ2 προκύπτει ότι

α2 = γ2 - ΑΔ2 + β2 + ΑΔ2 -2βΑΔ = 
= β2 + γ2 - 2β ( ΑΔ , 
δηλαδή η ζητούμενη ισότητα.

•
αν τέλος Γ = 1L, το Δ συμπίπτει με το Γ και το ορθογώνιο τρίγωνο ΓΑΒ δίνει α2 = γ2 - β2 που γράφεται

α2 = β2 + γ2 - 2β ( ΑΔ , αφού ΑΔ = β .

Θεώρημα II

Το τετράγωνο πλευράς τριγώνου που βρίσκεται απέ​ναντι από αμβλεία γωνία είναι ίσο με το άθροισμα των τετραγώνων των δύο άλλων πλευρών, αυξημένο κατά το διπλάσιο γινόμενο της μίας από αυτές επί την προβολή της άλλης πάνω σε αυτή.

Αν δηλαδή σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ 
(σχ.11) είναι π.χ. A > 1L και ΑΔ η προβολή της πλευράς γ πάνω στη β, τότε ισχύει

α2 = β2 + γ2 + 2β ( ΑΔ.


Απόδειξη

Από τα ορθογώνια τρίγωνα ΔΒΓ και ΔΒΑ, παίρνουμε αντί​στοιχα:

α2 = ΔΒ2 + ΔΓ2 και ΔΒ2 = γ2 - ΑΔ2 .

Επειδή A > 1L , το Δ βρίσκεται στην προέκταση της ΓΑ προς το Α και επομένως ΔΓ = β + ΑΔ οπότε

ΔΓ2 = (β + ΑΔ)2 = β2 + ΑΔ2 + 2β ( ΑΔ.

Με αντικατάσταση των σχέσεων ΔΒ2 = γ2 - ΑΔ2 και

ΔΓ2 = (β + ΑΔ)2 = β2 + ΑΔ2 + 2β ( ΑΔ στη σχέση α2 = ΔΒ2 + ΔΓ2, προκύπτει η ζητούμενη ισότητα 
α2 = γ2 - ΑΔ2 + β2 + ΑΔ2 + 2β ( ΑΔ =
=  β2 + γ2 + 2βΑΔ .

Από το Πυθαγόρειο θεώρημα και τα προηγούμενα θεωρήματα I και II προκύπτει άμεσα ότι σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε :


(i)
 Αν Α < 1L, τότε α2 < β2 + γ2,

(ii) Αν Α = 1L, τότε α2 = β2 + γ2,

(iii) Αν Α > 1L, τότε α2 > β2 + γ2.

Αποδεικνύεται όμως, με απαγωγή σε άτοπο ότι ισχύει και το αντί​στροφο των (i), (ii), (iii). Πράγματι, αν π.χ. ισχύει α2 < β2 + γ2 δεν 
μπορεί να ισχύει Α =1L ή Α >1L, γιατί τότε από τις (ii) και (iii) θα είχαμε α2 = β2 + γ2 ή α2 > β2 + γ2 αντίστοιχα, που είναι άτοπο, αφού

α2 < β2 + γ2. Άρα Α < 1L.

Όμοια αποδεικνύονται και οι άλλες περιπτώσεις. 
Έτσι έχουμε το ακόλουθο πόρισμα:

ΣΧΟΛΙΟ

Είναι φανερό ότι τα παραπάνω θεωρήματα I και II αποτελούν γενίκευση του Πυθαγόρειου θεω​ρήματος, αφού στην περίπτωση 
που είναι A = 1L, τα θεωρήματα
αυτά δίνουν ως ειδική περί​πτωση το Πυθαγόρειο θεώρημα.

ΠΟΡΙΣΜΑ
Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύουν οι ισοδυναμίες:

(i)
 α2 > β2 + γ2, αν και μόνο αν 
Α >1L,

(ii) α2 = β2 + γ2, αν και μόνο αν 
Α = 1L,

(iii)
α2 < β2 + γ2, αν και μόνο αν 
Α < 1L.

Σύμφωνα με το πόρισμα αυτό και επειδή σε κάθε τρίγωνο η μεγαλύτερη πλευρά βρίσκεται απέναντι στη μεγαλύτερη γω​νία, συγκρίνοντας το τετράγωνο της μεγαλύτερης πλευράς ενός τριγώνου με το άθροισμα των τετραγώνων των άλλων πλευρών του, διαπιστώνουμε αν το τρίγωνο είναι οξυγώνιο, ορθογώνιο ή αμβλυγώνιο.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ

Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι α = 8, β = 10 και γ = 7, θα έχουμε β2 = 100, α2 + γ2 = 64 + 49 = 113 δηλαδή 
β2 < α2 + γ2, οπότε Β < 1L και 
επειδή η Β είναι η μεγαλύτερη γωνία του τρι​γώνου, το τρίγωνο θα είναι οξυγώνιο.

Τέλος από τα θεωρήματα I και II εκφράζοντας την προβολή ΑΔ ως προς το συνΑ προκύπτει το επόμενο πόρισμα:

ΝΟΜΟΣ ΤΩΝ ΣΥΝΗΜΙΤΟΝΩΝ
Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση

α2 + β2 + γ2 - 2βγ ( συνΑ.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1η

Αν μεταξύ των πλευρών α, β, γ ενός τριγώνου ΑΒΓ ισχύει 

                                       τότε :

(i)
 να αποδείξετε ότι το τρίγωνο είναι αμβλυγώνιο,

(ii) να υπολογίσετε τη γωνία Γ. 
Σχήμα 12
Λύση

(i)
 Από τη δοσμένη ισότητα προκύπτει ότι η γ είναι η μεγαλύ-τερη πλευρά και επιπλέον ότι 
γ2 > α2 + β2 , οπότε η γωνία Γ είναι αμβλεία. 
(ii) Επειδή η γωνία Γ είναι αμβλεία, σύμφωνα με το θεώρημα αμβλείας γωνίας έχουμε:

γ2 = α2 + β2 + 2α ( ΓΔ (1).

Από την υπόθεση όμως έχουμε
γ2 = α2 + β2 +     αβ (2).

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι

                   Εφαρμόζοντας το 
Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο 
ΑΔΓ έχουμε ΑΔ2 = β2 - ΓΔ2 =       , 

οπότε ΑΔ =       =    
που σημαίνει ότι Γεξ = 30° και 
επομένως Γ = 150°.
ΕΦΑΡΜΟΓΗ 2η

Το ύψος υα ενός τριγώνου ΑΒΓ δίνεται από τον τύπο



όπου                                  η 
ημιπερίμετρος του τριγώνου. Ανάλογες εκφράσεις ισχύουν 2

και για τα άλλα ύψη υβ και υγ.

Απόδειξη

Εστω ένα τρίγωνο ΑΒΓ και ΑΔ το ύψος του υα . Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΔΑΒ έχουμε                      

Πρέπει επομένως να υπολογίσουμε 
την προβολή ΒΔ της γ πάνω στην α. 

Σχήμα 13

• Αν Β ≤ 1L, από το τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε β2 = α2 + γ2 - 2α ( ΒΔ ή


ΒΔ =       (α2 + γ2 - β2)
     (2)

• Αν Β ≥ 1L, από το τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε β2 = α2 + γ2 + 2α ( ΒΔ ή 
ΒΔ =        (α2 + γ2 - β2)      (3).

Από τις (2) και (3) προκύπτει ότι 

ΒΔ2 =         (α2 + γ2 - β2)2
με αντικατάσταση της οποίας στην (1) παίρνουμε:




           (2αγ + α2 + γ2 - β2)

(2αγ - α2 - γ2 + β2) = 

          [(α + γ)2 - β2 ] [β2 - (α - γ)2 ]=

           (α + β + γ)(α + γ - β)
(β + α - γ)(β - α + γ) (4). 
Επειδή α + β + γ = 2τ , θα είναι

α + γ - β = 2τ - β - β = 2(τ - β) , 
α + β - γ =2(τ - γ) και 
β + γ - α = 2(τ - α) , 
οπότε η (4) γίνεται:



=
από την οποία προκύπτει το ζητούμενο.


ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ

Ερωτήσεις Κατανόησης

1. Στο παρακάτω σχήμα να συμπληρώστε τα κενά:


i)
ΒΓ2 = … + … + 2ΑΒ …
ii)
ΒΓ2 = … + … + 2ΑΓ …
2.
Να βρεθεί το είδος των γωνιών τριγώνου ΑΒΓ όταν:

i)
β2 = 3α2 + γ2,

ii)
γ2 = α2 - β2,
iii)
α2 - β2 = 2γ2.

3.
Αν β η ………………… πλευρά αμβλυγώνιου τριγώνου ΑΒΓ τότε 

…… > α2 + ……
 (Να συμπληρώσετε τα κενά).

4.
Αν στο παρακάτω σχήμα είναι ΑΒ = ΑΓ και Α = 120°, να δικαιολογήσετε γιατί α2 = 3β2.

Ασκήσεις Εμπέδωσης

1. Να εξετάσετε αν υπάρχει τρίγωνο ΑΒΓ, με α = 6μ, β = 5μ, γ = 4μ, όπου μ θετική παράμετρος. Να εξετασθεί το είδος του τριγώνου ως προς τις γωνίες του.

2. Υπάρχει τρίγωνο με μήκη πλευρών α = 6, β = 5, γ = 4; Αν ναι, να υπολογισθούν τα ύψη του τριγώνου. 

3. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με α =       , β = 1 +      , γ = 2. Να υπολογισθεί η 
γωνία Α.

4. Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = 4cm, ΑΓ = 5cm και 
ΑΒΔ = 30°, όπου ΒΔ το ύψος του. Να υπολο​γισθεί η πλευρά του ΒΓ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.
Οι πλευρές ενός τριγώνου ΑΒΓ έχουν μήκη ΑΒ = 9cm, ΒΓ = 7cm και ΑΓ = 12cm. Να υπολογισθεί το μήκος της προβολής της ΒΓ πάνω στην ΑΒ.

2.
Να αποδείξετε ότι σε κάθε τραπέζιο ΑΒΓΔ με βάσεις ΑΒ, ΓΔ ισχύει ότι

ΑΓ2 + ΒΔ2 = ΑΔ2 + ΒΓ2 + 2ΑΒ (  ΓΑ .

3.
Αν ΒΒ ', ΓΓ' είναι ύψη ενός οξυγώνιου τριγώνου ΑΒΓ, να αποδείξετε ότι α2 = β ( ΓΒ' + γ ( ΒΓ' .

4.
Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 
(Α = 1L). Προ​εκτείνουμε την πλευρά ΑΓ κατά ΓΔ = ΒΓ. Να αποδείξετε ότι ΒΔ2 = 2ΒΓ ( ΑΔ.

5.
Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ 
(ΑΒ = ΑΓ) φέρουμε πα​ράλληλο της ΒΓ, που τέμνει τις ΑΒ και ΑΓ στα Δ και Ε αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι ΒΕ2 = ΕΓ2 + ΒΓΔΕ.

6.
Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 
(Α = 1L) με πλευ​ρές α, β, γ. Υπάρχει τρίγωνο με πλευρές 5α, 4β, 3γ;

Σύνθετα Θέματα

1. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ 
με ΑΒ = ΑΓ και Α = 30°. Να αποδείξετε ότι

2.
Δίνεται κύκλος διαμέτρου ΑΒ και μία χορδή του ΓΔ//ΑΒ. Αν Μ είναι τυχαίο σημείο της ΑΒ, να αποδεί​ξετε ότι ΜΓ2 + ΜΔ2 = ΜΑ2 + ΜΒ2.

3.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με 
α3 = β3 + γ3. Να αποδείξετε ό​τι το τρίγωνο είναι οξυγώνιο
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Σχήμα 21





˄





ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 


Αν Δ και Ε είναι τα ίχνη της εσωτε-ρικής και εξωτερικής διχο�τόμου της 





γωνίας Α, τριγώνου ΑΒΓ, στην απέναντι πλευρά, θα είναι	











                              Δηλαδή τα ίχνη Δ 





και Ε των δύο διχοτόμων είναι σημεία συζυ�γή αρμονικά ως προς τις κορυφές Β και Γ του τριγώνου ΑΒΓ.
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 





Το σημείο Ε βρίσκεται προς το μέρος της μικρότερης πλευράς. 





Πράγματι αν β > γ τότε Β > Γ οπότε Γ = φ > 0 .


Αρκεί να αποδείξουμε ότι 





A1 + Β2 < 180o .








Έχουμε 





και Β2 = 1800 - Β , οπότε





Α1 + Β2 = 180ο - Β





180ο               = 180ο -        < 180ο





Αν ΑΒ = ΑΓ, τότε το Ε δεν υπάρχει. (Εφαρμογή 1 - § 4.8)
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Θεώρημα εξωτερικής


διχοτόμου τριγώνου.


Η διχοτόμος μιας εξωτερικής γωνίας τριγώνου τέμνει την προέκταση της απέναντι πλευράς σε ένα σημείο, το οποίο διαιρεί εξωτερικά την πλευρά αυτή σε λόγο ίσο με το λόγο των προσκείμενων πλευρών.
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Θεώρημα  ΙΙΙ 


(3ο Κριτήριο Ομοιότητας).


Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ανάλογες μία προς μία, τότε είναι όμοια.
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Θεώρημα  ΙΙ 


(2ο Κριτήριο Ομοιότητας).


Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ανάλογες μία προς μία και τις περιεχόμενες στις πλευρές αυτές γωνίες ίσες, τότε είναι όμοια.
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Θεώρημα  Ι 


(1ο Κριτήριο Ομοιότητας).


Αν δυο τρίγωνα έχουν δυο γωνίες τους ίσες μία προς μία, τότε είναι όμοια.
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                                                      Θεώρημα . 


Ο λόγος των περιμέτρων δύο όμοιων ευθύγραμμων σχημάτων ισούται με το λόγο ομοιότητάς τους.
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Θεώρημα εσωτερικής


διχοτόμου τριγώνου.


Η διχοτόμος μιας γωνίας τριγώνου διαιρεί την απένα�ντι πλευρά εσωτερικά σε λόγο ίσο με το λόγο των προ�σκείμενων πλευρών.
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