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Β.1.12. Επίκεντρη γωνία – Σχέση επίκεντρης
γωνίας και του αντίστοιχου τόξου –

Μέτρηση τόξου
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ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 1η
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Στο διπλανό σχήμα φαίνονται τα ποσοστά που πήραν τέσσερα κόμματα 

στις εκλογές. Μπορείς να 
βρεις σε πόσες μοίρες αντιστοι-

χεί κάθε φέτα της πίτας;
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         Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
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( Κατασκευάζουμε έναν κύκλο (Ο, ρ) 
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και μια γωνία, xOy της οποίας η 
κορυφή συμπίπτει με το κέντρο Ο του 
κύκλου. Η γωνία αυτή λέγεται επίκεντρη 
γωνία.
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Αν η πλευρά Οx της γωνίας  xOy  τέμνει τον 
κύκλο στο σημείο Α και η πλευρά Οy στο σημείο Β, τότε:
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( Το τόξο ΑΓΒ που βρίσκεται στο εσωτερικό της κυρτής 
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γωνίας xOy λέγεται αντίστοιχο τόξο της επίκεντρης 
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γωνίας xOy.
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( Το τόξο ΑΔΒ που βρίσκεται στο 
εσωτερικό της μη κυρτής γωνίας  
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xOy είναι κι αυτό αντίστοιχο τόξο 
της μη κυρτής επίκεντρης γωνίας  
[image: image15.jpg]


xOy. 
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( Ως μέτρο ενός τόξου ορίζεται το μέτρο της αντίστοιχης επίκεντρης γωνίας, δηλαδή το μέτρο ενός τόξου το μετράμε σε μοίρες.
► Σε έναν κύκλο ή σε ίσους κύκλους, δυο ίσες επίκεντρες γωνίες έχουν ίσα αντίστοιχα τόξα.

Και αντίστροφα

► Σε έναν κύκλο ή σε ίσους κύκλους, δυο ίσα τόξα έχουν ίσες τις επίκεντρες γωνίες.
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ - ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
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1.  Να κατασκευαστεί γωνία ίση με 30ο.

 Λύση
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Για να κατασκευάσουμε μία γωνία χρησιμοποιούμε το μοιρογνωμόνιο. Το μοιρογνωμόνιο είναι ένα όργανο με το οποίο μπορούμε να μετρήσουμε το μέτρο ενός τόξου ή μιας γωνίας. Κάθε μοιρογνωμόνιο αντιστοιχεί σε ημικύκλιο που έχει βαθμολογηθεί έτσι, ώστε να δείχνει 
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τα μέτρα των τόξων από 0ο έως 180ο. Ο τρόπος που μπορούμε να κατασκευάσουμε τη ζητούμενη γωνία 30ο φαίνεται στα διαδοχικά παραπάνω σχήματα.
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2.  Να κατασκευαστεί τρίγωνο, για το οποίο γνωρίζουμε ότι έχει δύο πλευρές 3 cm και 4 cm και των οποίων η περιεχόμενη γωνία είναι 55ο.
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3.  Να κατασκευαστεί τρίγωνο, για το οποίο γνωρίζουμε ότι έχει μία πλευρά 3 cm και τις προσκείμενες γωνίες 40ο και 100ο.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
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1. Να βρεις πόσες μοίρες έχει: 
α) ένας κύκλος, β) ένα ημικύκλιο και γ) καθένα 
από τα τόξα στα οποία χωρίζεται ένας κύκλος 

από δύο κάθετες διαμέτρους.
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2.  Δύο διάμετροι ενός κύκλου σχηματίζουν γωνία 60Ο. Να βρεις πόσες μοίρες είναι κάθε ένα από τα τόξα στα οποία χωρίζεται ο κύκλος από αυτές τις διαμέτρους του.
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3.  Σχεδίασε δύο κύκλους (Ο, 3 cm) και (O΄, 4 cm). Να ορίσεις στον κάθε κύκλο από ένα τόξο 45ο και να εξετάσεις εάν τα τόξα αυτά είναι ίσα. Να δικαιολογήσεις την απάντησή σου.[image: image41.jpg]




4.  Τρεις διάμετροι χωρίζουν έναν κύκλο σε έξι ίσα τόξα. Πόσων μοιρών είναι καθεμιά από τις έξι επίκεντρες γωνίες που αντιστοιχούν στα τόξα αυτά;
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5.  Σ’ έναν κύκλο (Ο, ρ) να χαράξεις μία χορδή ΑΒ ίση με την ακτίνα του κύκλου. Να υπολογίσεις σε μοίρες την επίκεντρη γωνία ΑΟΒ και να βρεις σε ποιο κλάσμα του κύκλου αντιστοιχεί το τόξο ΑΒ.
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7.  Να σχεδιάσεις ένα τμήμα ΑΒ = 2,8 cm και τους κύκλους (Α, 4 cm) και (Β, 4 cm). Να ονομάσεις Γ το ένα από τα δύο σημεία στα οποία τέμνονται οι κύκλοι και να μετρήσεις τις γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ.
ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ ΓΙΑ ΤΟ ΣΠΙΤΙ
[image: image45.jpg]



Το παρακάτω ημικυκλικό διάγραμμα έχει κάποιο λάθος! Γιατί; Μπορείς να το διορθώσεις;

[image: image46.jpg]



[image: image47.jpg]




Β.1.13. Θέσεις ευθείας και κύκλου

Ας εξετάσουμε τώρα τις σχετικές θέσεις που μπορεί να έχουν σ’ ένα επίπεδο ένας κύκλος και μια ευθεία;

  Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
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( Όταν ευθεία και κύκλος δεν έχουν κανένα κοινό σημείο λέμε ότι η ευθεία είναι εξωτερική του κύκλου.
► Όταν η απόσταση ΟΜ του 
κέντρου Ο από την ευθεία ε είναι
μεγαλύτερη από την ακτίνα ρ 

(ΟΜ > ρ), η ευθεία είναι εξωτερική 
του κύκλου.
( Όταν ευθεία και κύκλος έχουν ένα 
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μόνο κοινό σημείο Μ, η ευθεία 
λέγεται εφαπτόμενη του κύκλου στο 
σημείο Μ.

► Όταν η απόσταση ΟΜ του κέντρου 
Ο από την ευθεία ε είναι ίση με την ακτίνα ρ (ΟΜ = ρ), η ευθεία είναι εφαπτομένη του κύκλου στο Μ.
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( Όταν ευθεία και κύκλος έχουν δύο 
κοινά σημεία Α και Β, η ευθεία λέγεται 
τέμνουσα του κύκλου ή λέμε ότι η 
ευθεία τέμνει τον κύκλο στα Α και Β
► Όταν η απόσταση ΟΜ του κέντρου 
Ο από την ευθεία ε είναι μικρότερη 
από την ακτίνα ρ (ΟΜ < ρ), η ευθεία 
είναι τέμνουσα του κύκλου.
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ - ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
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1.  Να σχεδιαστεί κύκλος που να εφάπτεται σε σημείο μιας ευθείας.

 Λύση
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Παίρνουμε μια ευθεία ε και το σημείο της Α. Σχεδιάζουμε την ευθεία που είναι κάθετη στην ε στο σημείο Α. Με κέντρο 

ένα οποιοδήποτε σημείο Κ της κάθετης 
αυτής και ακτίνα το τμήμα ΚΑ γράφου-

με κύκλο. Ο κύκλος που φέραμε θα 
εφάπτεται στην ευθεία ε, διότι αυτή 
είναι κάθετη στην ακτίνα ΚΑ του κύκλου 
στο άκρο της Α.
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2.  Να σχεδιαστεί ευθεία που να εφάπτεται σε σημείο ενός κύκλου.

  Λύση
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Παίρνουμε ένα κύκλο (Ο, ρ) και το σημείο 
του Α. Σχεδιάζουμε την ευθεία ε, που 
είναι κάθετη στην ακτίνα ΟΑ στο σημείο 
Α. Η ευθεία ε θα εφάπτεται στον κύκλο 

στο σημείο Α, διότι είναι κάθετη στην 
ακτίνα ΟΑ στο άκρο της Α.
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3.  Να σχεδιαστούν εφαπτόμενες ενός κύκλου (Ο, ρ) στα άκρα Α και Β μιας χορδής του ΑΒ.

 Λύση

Σχεδιάζουμε τις ακτίνες ΟΑ και ΟΒ. Στο σημείο Α της ακτίνας ΟΑ φέρνουμε την ευθεία ε1 κάθετη στην ακτίνα 
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αυτή. Η ευθεία ε1 είναι εφαπτομένη 
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του κύκλου στο σημείο Α. Στο σημείο 
Β της ακτίνας ΟΒ φέρνουμε την 
ευθεία ε2 κάθετη στην ακτίνα αυτή. 
Η ευθεία ε2 είναι εφαπτομένη του 
κύκλου στο σημείο Β.

( Αν είναι Μ το σημείο που τέμνονται οι εφαπτόμενες, τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΜ και ΒΜ λέγονται εφαπτόμενα τμήματα του κύκλου

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
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1.  Να σχεδιάσεις δύο παράλληλες ευθείες ε1 και ε2 που να απέχουν μεταξύ τους 2,5 cm. Να πάρεις ένα σημείο Μ της ε1 και να βρεις σημεία της ε2 που απέχουν 3,6 cm από το Μ.
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2.  Να σχεδιάσεις ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ = 3,6 cm και έναν κύκλο με διάμετρο την ΑΒ. Να χαράξεις τις εφαπτόμενες του κύκλου που διέρχονται από τα Α και Β. Να δικαιολογήσεις γιατί οι εφαπτόμενες αυτές είναι ευθείες παράλληλες.
[image: image63.jpg]



3.  Παίρνουμε έναν κύκλο (Ο, ρ) και μια ευθεία ε. Ονομάζουμε δ την απόσταση του κέντρου Ο από την ευθεία ε. Να βρεις τον αριθμό των κοινών σημείων του κύκλου και της ευθείας, στις περιπτώσεις: 
(α) Αν ρ = 5 cm και δ = 4 cm, (β) αν ρ = 2,5 cm και δ = 2,5 cm και (γ) αν ρ = 3 cm και δ = 6 cm.
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4.  Να σχεδιάσεις δύο κάθετες ευθείες ε1 και ε2 και να ονομάσεις Α το σημείο τομής τους. Να πάρεις ένα 


σημείο Κ της ε1 ώστε να είναι ΚΑ = 3,1 cm. Να φέρεις τους κύκλους (Κ, 2,1cm), (Κ, 3,1cm) και 
(Κ, 36 cm). Να βρεις ποια είναι η θέση της ε2 ως προς τους κύκλους αυτούς.


5.  Να σχεδιάσεις ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ = 40 mm. Να πάρεις ένα σημείο Μ του ΑΒ, ώστε να είναι 

ΑΜ = 18 mm. Να φέρεις τους κύκλους (Α, 18 mm) και (Β, 22 mm). Να χαράξεις ευθεία ε που να διέρχεται από το Μ και να είναι κάθετη στην ΑΒ. Ποια είναι η θέση της ε ως προς τον καθένα από τους κύκλους; Να δικαιολογήσεις την απάντησή σου.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ ΓΙΑ ΤΟ ΣΠΙΤΙ

1.  Μια επιχείρηση αποφάσισε να κατασκευάσει ένα εργοστάσιο σε μια αγροτική περιοχή που επιλέγει για το σκοπό αυτό. Η πλευρά κάθε τετραγώνου του σχήματος της επόμενης σελίδας, αντιπροσωπεύει απόσταση 100 m. Το εργοστάσιο πρέπει να βρίσκεται τουλάχιστον σε 
ακτίνα 600 m μακριά από τα σπίτια (Σ). Επίσης πρέπει να απέχει το λιγότερο 300 m από την άκρη του δρόμου. Να αντιγράψεις σε τετραγωνισμένο χαρτί το σχήμα και να χρωματίσεις τις περιοχές όπου μπορεί να κατασκευαστεί το εργοστάσιο.




2.  Η συμφωνία μεταξύ των χωριών Α, Β και Γ για την κατασκευή μιας γεώτρησης σε μια θέση Μ
περιλαμβάνει τους εξής τρεις όρους:
α) ΑΜ > 2 km,  β) ΒΜ = 3 km και 

γ) ΓΜ = 4 km. Να αντιγράψεις το παρακάτω σχήμα και να βρεις τη θέση του σημείου Μ, καθώς και την απόσταση της θέσης αυτής από το δρόμο ε.
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δύο τόξα του κύκλου 
Μ3 εξωτερικό του (Ο, ρ)


Επίκεντρη γωνία



( 
ΣΧΕΤΙΚΕΣ ΘΕΣΕΙΣ ΕΥΘΕΙΑΣ ΚΑΙ ΚΥΚΛΟΥ



εξωτερική 
εφαπτόμενη


τέμνουσα

 

εφαπτόμενα 


τμήματα



ΣΧΕΔΙΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ
Πολύ συχνά, σ’ αυτά που διαβάζουμε, σε ό,τι 
ακούμε, αλλά και σε εκείνα που γράφουμε ή λέμε, υπάρ-χουν λέξεις που την αρχική τους προέλευση ή τη βασική τους σημασία την αντλούν από τη γεωμετρία ή γενικότερα από τα μαθηματικά.
Είναι λέξεις που τις χρησιμοποιούμε με την ίδια περί-που έννοια όπως και στα μαθηματικά, π.χ. “στο μέσο της διαδρομής” ή “το μισό του προϋπολογισμού” κ.λπ.
Σε αρκετές όμως περιπτώσεις, με αυτές τις λέξεις εκφραζόμαστε μεταφορικά, αποδίδο​ντάς τους ένα ευρύ-τερο νόημα. Λέμε πχ. “Όλες οι χώρες της Ευρώπης δε βρίσκονται στο ίδιο οικονομικό επίπεδο” ή “το φεστιβάλ συνεχίστηκε με παράλληλες εκδηλώσεις”.
Στο κείμενο που ακολουθεί, υπάρχουν πολλές τέτοιες λέξεις.
Προσπάθησε να τις εντοπίσεις και να τις υπογραμμίσεις με την πρώτη ανάγνωση.
“Το κρίσιμο σημείο”

…Η μπάλα έχει τοποθετηθεί στο σημείο του “πέναλτι”. Οι φίλαθλοι στις κερκίδες έχουν παγώσει. Οι παίκτες των δύο ομάδων βρίσκονται, ήδη, έξω από τις γραμμές της μεγάλης περιοχής. Ο τερματοφύλακας, στο μέσον ακριβώς της εστίας του, κοιτάζει κατευθείαν στα μάτια τον αντίπαλο του, που ετοιμάζεται να εκτελέσει την εσχάτην των ποινών αυτού του αγώνα. Για ένα κλάσμα του δευτερολέπτου οι δύο παίκτες και η μπάλα βρίσκονται ακριβώς στην ίδια ευθεία και αμέσως μετά η σφαιρική μάγισσα διαγράφει μια καμπύλη τροχιά και


καρφώνεται στη δεξιά γωνία της εστίας, τη στιγμή που ο τερματοφύλακας πέφτει προς την αντίθετη πλευρά.

“Γκοοοοοοόλ”, φωνάζει με όλη τη δύναμη του ο Μιχάλης, τρέχοντας προς το κέντρο του κατάφωτου από τους προβολείς γηπέδου, ενώ οι οπαδοί της ομάδας του τον αποθεώνουν αφού έδωσε λύση στο πιο κρίσιμο σημείο του αγώνα. Ταυτόχρονα, ανοίγει η πόρτα του δωματίου και η μητέρα του Μιχάλη, μισοξυπνημένη, τρέχει ανήσυχη να δει τι συμβαίνει στον ύπνο του γιού της.

– Αυτό το παιδί, μουρμουρίζει, δε θα μάθει ποτέ να σβήνει το φως πριν κοιμηθεί…
· Μπορείς στα νεοελληνικά κείμενα, αλλά και στα άλλα μαθήματα π.χ. στην ιστορία, τη Γεωγραφία, τη Βιολογία κ.λπ., να εντοπίσεις τέτοιες λέξεις;
· Να ελέγξεις σε ποιες περιπτώσεις έχουν σημασία κυριολεκτική και σε ποιες μεταφορική.

· Προσπάθησε να συλλέξεις φράσεις, από λογοτεχνικά κείμενα, όπου οι λέξεις χρησιμοποιούνται κυρίως με μεταφορική σημασία, όπως π.χ. “βίοι παράλληλοι”, “του κύκλου τα γυρίσματα” κ.λπ.

· Τέλος, προσπάθησε να γράψεις κι εσύ ένα κείμενο ή μια ιστορία, στην οποία να χρησιμοποιήσεις τέτοιες λέξεις ή εκφράσεις, με κυριολεκτική ή και μεταφορική σημασία.



Επαναληπτικές Ερωτήσεις Αυτοαξιολόγησης

Ασκήσεις Σωστού ή Λάθους

Γράψε “Σ” μπροστά από κάθε σωστή πρόταση και “Λ” μπροστά από κάθε λάθος 

1.  Αντικείμενες ημιευθείες λέγονται δύο ημιευθείες που έχουν κοινή αρχή. 

2.  Παράλληλες λέγονται δύο ευθείες του ιδίου επιπέδου, που δεν έχουν κοινό σημείο.

3.  Απόσταση δύο παράλληλων ευθειών λέγεται το μήκος κάθε ευθύγραμμου τμήματος που έχει τα άκρα του σ’ αυτές. 

4.  Αντίστοιχα στοιχεία των ίσων σχημάτων λέμε αυτά που συμπίπτουν όταν τοποθετήσουμε τα σχήματα το ένα πάνω στο άλλο με κατάλληλο τρόπο. 

5.  Μέσο ενός ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ ονομάζουμε το σημείο Μ του τμήματος, που απέχει εξίσου από τα άκρα του.

6.  Τόξο λέγεται το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ, που συνδέει δύο σημεία Α και Β του κύκλου.

7.  Διάμετρος του κύκλου λέγεται η χορδή που περνάει από το κέντρο του κύκλου.

8.  Παραπληρωματικές γωνίες ονομάζονται δύο γωνίες, με άθροισμα 90Ο. 

9.  Συμπληρωματικές γωνίες ονομάζονται δύο γωνίες με άθροισμα 180Ο. 



10.  Κατακορυφήν γωνίες λέγονται δύο γωνίες που έχουν την κορυφή τους κοινή. 

11.  Από ένα σημείο διέρχεται μία μόνο ευθεία. 

12.  Από δύο σημεία μπορούν να περάσουν άπειρες ευθείες.

13.  Μια ευθεία επεκτείνεται απεριόριστα. 

14.  Ένα επίπεδο επεκτείνεται απεριόριστα. 

15. Κάθε ευθεία ενός επιπέδου το χωρίζει σε άπειρα ημιεπίπεδα. 

16. Δύο ευθείες που βρίσκονται στο επίπεδο είναι πάντα παράλληλες. 

17. Από ένα σημείο Α μπορούμε να φέρουμε άπειρες ευθείες κάθετες σε μια ευθεία.

18. Δύο ευθείες του επιπέδου κάθετες σε μια τρίτη ευθεία είναι μεταξύ τους κάθετες.
19. Οι τεθλασμένες γραμμές διακρίνονται σε κλειστές ή μη κυρτές. 

20. Η τεθλασμένη γραμμή έχει μήκος το άθροισμα των μηκών των ευθύγραμμων τμημάτων, από τα οποία αποτελείται. 

21. Το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ είναι μεγαλύτερο από κάθε τεθλασμένη γραμμή με τα ίδια άκρα Α και Β.

22. Κάθε ευθύγραμμο τμήμα ΟΑ που ενώνει ένα σημείο Α του κύκλου με το κέντρο του Ο είναι διάμετρος του κύκλου. 



23. Δύο κύκλοι με ακτίνες άνισες είναι ίσοι. 

24. Η διάμετρος είναι τριπλάσια από την ακτίνα του κύκλου. 

25. Όλα τα σημεία του κυκλικού δίσκου απέχουν από το κέντρο Ο απόσταση μικρότερη ή ίση με την ακτίνα ρ. 

26. Οι προσκείμενες στη βάση ισοσκελούς τριγώνου γωνίες είναι ίσες. 

27. Δύο κατακορυφήν γωνίες είναι συμπληρωματικές.

28. Ημικύκλιο λέγεται ένα από τα δύο τόξα, στα οποία διαιρείται ένας κύκλος από μια διάμετρό του.



Συμμετρία

2.1  Συμμετρία ως προς άξονα

( Γνωρίζω πότε δύο σημεία είναι συμμετρικά ως προς ευθεία

( Γνωρίζω πότε δύο σχήματα είναι συμμετρικά ως προς ευθεία και ότι τα συμμετρικά ως προς ευθεία σχήματα είναι ίσα

( Βρίσκω το συμμετρικό σημείο ευθυγράμμου τμήματος, ευθείας, τριγώνου, γωνίας και κύκλου ως προς μία ευθεία και γνωρίζω τις γεωμετρικές ιδιότητες που απορ-ρέουν από την συμμετρία αυτή

2.2  Άξονας συμμετρίας

( Αναγνωρίζω σχήματα με άξονα ή άξονες συμμετρίας

2.3  Μεσοκάθετος ευθυγράμμου τμήματος
( Χαράσσω τη μεσοκάθετο ενός ευθυγράμμου τμήματος με τη βοήθεια βαθμολογημένου κανόνα και γνώμονα

( Γνωρίζω τη χαρακτηριστική ιδιότητα της μεσοκαθέτου ευθυγράμμου τμήματος 

( Χαράσσω τη μεσοκάθετο ενός ευθυγράμμου τμήματος με κανόνα και διαβήτη

2.4  Συμμετρία ως προς σημείο

( Γνωρίζω ότι η συμμετρία ως προς κέντρο Ο είναι μια στροφή γύρω από το Ο κατά γωνία 180Ο 

( Γνωρίζω πότε δύο σημεία είναι συμμετρικά ως προς σημείο

( Γνωρίζω πότε δύο σχήματα είναι συμμετρικά ως προς σημείο και ότι αυτά τα συμμετρικά σχήματα είναι ίσα

( Κατασκευάζω το συμμετρικό σημείου, ευθυγράμμου τμήματος, ευθείας, γωνίας, τριγώνου,

πολυγώνου και κύκλου ως προς σημείο



2.5  Κέντρο συμμετρίας

( Αναγνωρίζω σχήματα με κέντρο συμμετρίας

( Γνωρίζω τα βασικά γεωμετρικά σχήματα με κέντρο συμμετρίας και τις γεωμετρικές ιδιότητες που απορρέουν από τη συμμετρία αυτή

2.6  Παράλληλες ευθείες που τέμνονται από μία άλλη ευθεία

( Γνωρίζω πώς ονομάζονται τα ζεύγη των γωνιών που σχηματίζονται από την τομή δύο παραλλήλων με μία τέμνουσά τους.

( Διαπιστώνω ότι όλες οι οξείες (ή οι αμβλείες) γωνίες, που σχηματίζουν δύο παράλληλες οι οποίες τέμνονται από τρίτη ευθεία, είναι ίσες

( Διαπιστώνω ότι μία οξεία και μία αμβλεία γωνία από τις γωνίες που σχηματίζονται από την τομή δύο παραλλήλων από την τρίτη ευθεία είναι παραπληρωματικές



Β.2.1. Συμμετρία ως προς άξονα

Τι είναι συμμετρία; Ο ποιητής θα έλεγε: ό,τι φοριέται από την ανάποδη. Ότι διπλώνει και ταιριάζει, ότι στρίβει και «συμπίπτει». Μόνο η φαντασία δεν έχει καθόλου συμμετρία. Γι’ αυτό η συμμετρία χρειάζεται και λίγη φαντασία. Αν αυτή ακριβώς τη φαντασία τη φορέσουμε ανάποδα, θα μας βγει όλη η Γεωμετρία.


ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 
Κατασκεύασε ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με 
ΑΒ = ΑΓ = 5 cm και ΒΓ = 4 cm και τη διάμεσό του 
ΑΔ. Δίπλωσε το σχήμα κατά μήκος της ευθείας ε που ανήκει η ΑΔ.

( Τι παρατηρείς;



Σκεφτόμαστε

Παρατηρούμε ότι τα τρίγωνα ΑΒΔ 
και ΑΓΔ συμπίπτουν. Αυτό 
σημαίνει, ότι κάθε σημείο του 
ενός τριγώνου συμπίπτει με ένα 
σημείο του άλλου τριγώνου. Για 
παράδειγμα, το Β συμπίπτει με το 
Γ. Τα σημεία αυτά λέγονται συμμετρικά ως προς άξονα συμμετρίας την ευθεία ε.
Με τη δίπλωση κατά μήκος της ευθείας ε, κάθε σημείο της συμπίπτει με τον εαυτό του. Επομένως συμμετρικό του Α είναι το Α, του Δ το Δ και ενός οποιουδήποτε σημείου Κ της ε το ίδιο το Κ.



Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε


( Συμμετρικό σημείου Β ως προς ευθεία ε, είναι το σημείο Γ με το οποίο συμπίπτει το Β, αν

διπλώσουμε το φύλλο κατά μήκος της ευθείας ε.

► Κάθε σημείο μιας ευθείας ε είναι συμμετρικό του εαυτού του ως προς την ε.
Όπως είδαμε, με τη δίπλωση κατά μήκος της ευθείας ε κάθε σημείο του τριγώνου ΑΒΔ συμπίπτει με ένα σημείο του τριγώνου ΑΓΔ. Αυτό σημαίνει ότι καθένα από τα τρίγωνα αυτά αποτελείται από τα συμμετρικά όλων των σημείων του άλλου τριγώνου ως προς την ευθεία ε. 

Γι’ αυτό λέμε ότι:

( Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ είναι συμμετρικά ως προς την ευθεία ε.
Γενικότερα:

( Δύο σχήματα (Σ1) και (Σ2) 

λέγονται συμμετρικά ως προς 
μία ευθεία ε, όταν καθένα 

αποτελείται από τα συμμετρικά 
σημεία του άλλου ως προς την ε.

Επειδή με δίπλωση κατά 
μήκος της ε συμπίπτει το 
(Σ1,) με το (Σ2), γνωρίζουμε 
ότι αυτά θα είναι ίσα. Επομένως:

( Τα συμμετρικά ως προς ευθεία σχήματα είναι ίσα.


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ - ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.  Μια γραμμή γ τέμνει την ευθεία ε στα σημεία Α, Β και Γ. Να βρεθεί ο λόγος για τον οποίο και η συμμετρική γ΄ της γ, ως προς την ευθεία ε, θα περνάει από τα ίδια σημεία.

 Λύση


Η συμμετρική γραμμή γ΄ της γ ως προς την 
 ε, αποτελείται από τα συμμετρικά όλων των 
 σημείων της γ. Επομένως στη γ΄ ανήκουν και τα συμμετρικά σημεία των Α, Β και Γ. Επειδή όμως τα Α, Β και Γ είναι σημεία της ε τα συμμετρικά τους είναι τα ίδια τα σημεία. Άρα τα Α, Β και Γ ανήκουν και στη γ΄.


2. Να κατασκευαστεί το συμμετρικό Α΄ σημείου Α ως προς μια ευθεία ε.
 Λύση

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:
( Το σημείο Α ανήκει στην ευθεία ε. 
Τότε, όπως είδαμε, το συμμετρικό 
του είναι το ίδιο το σημείο Α.

( Το σημείο Α δεν ανήκει στην 
ευθεία ε. Τότε, για να βρούμε το 
συμμετρικό του, ακολουθούμε την 

παρακάτω διαδικασία: 

Φέρνουμε το κάθετο τμήμα ΑΒ από το σημείο Α προς την ευθεία ε και το προεκτείνουμε κατά ίσο τμήμα, ώστε να είναι ΒΑ΄ = ΑΒ. Το σημείο Α΄ είναι το συμμετρικό του Α ως προς την ευθεία ε.



3.  Να κατασκευαστεί η συμμετρική ως προς ευθεία ε: 

(α) ευθείας δ και (β) ημιευθείας Αχ.


  Λύση

(α) Παίρνουμε δύο σημεία Α 
και Β πάνω στην ευθεία δ και 
βρίσκουμε, όπως περιγράφεται 
στην εφαρμογή 2, τα συμμετρικά 
τους Α΄ και Β΄, ως προς την ε. Η 
ευθεία δ΄ που ορίζουν τα Α΄ και Β΄ 
είναι η συμμετρική της ευθείας δ. 

(β) Παρόμοια παίρνουμε, εκτός 
του Α, ένα δεύτερο σημείο Β 

πάνω στην ημιευθεία Αx και 
βρίσκουμε, όπως πριν, τα 
συμμετρικά τους Α΄ και Β΄ ως 
προς την ε. Η ημιευθεία Α΄x΄ που 
ορίζουν τα Α΄ και Β΄ είναι η 
συμμετρική της ημιευθείας Αx.


4. Να κατασκευαστεί το συμμετρικό Α΄Β΄ ενός ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ, ως προς μια ευθεία ε.

 Λύση


Βρίσκουμε με τον τρόπο που είδαμε στην εφαρμογή 3, τα συμμετρικά Α΄ και Β΄, ως προς την ε, των Α και Β 


αντίστοιχα. Τότε το ευθύγραμμο τμήμα Α΄Β΄ θα είναι το συμμετρικό του ΑΒ, ως προς την ευθεία ε.

Τα συμμετρικά ευθύγραμμα τμήματα θα είναι μεταξύ τους ίσα, δηλαδή: Α΄Β΄ = ΑΒ

5.  Να κατασκευαστεί η συμμετρική γωνίας xAy ως προς μία ευθεία ε.
  Λύση

Για να κατασκευάσουμε τη 
γωνία  xAy αρκεί να βρούμε το 
συμμετρικό Α΄ της κορυφής Α 
καθώς και τα συμμετρικά Β΄ και 
Γ΄ δύο ακόμα σημείων Β και Γ, 
που ανήκουν το καθένα σε μια από τις πλευρές της 

αντίστοιχα. Γνωρίζουμε ότι θα είναι:  x’Ay’ = xAy       


6.  Να κατασκευαστεί το συμμετρικό Α΄Β΄Γ΄ ενός τριγώνου ΑΒΓ ως προς μία ευθεία ε, η οποία (α) δεν τέμνει τις πλευρές του, (β) διέρχεται από δύο κορυφές του και (γ) τέμνει τις πλευρές του.
  Λύση

Σε κάθε περίπτωση βρίσκουμε τα συμμετρικά Α΄, Β΄, Γ΄, ως προς την ε, των κορυφών Α, Β, Γ του τριγώνου. Τότε το τρίγωνο ΑΒΓ έχει συμμετρικό το τρίγωνο Α΄Β΄Γ΄, που είναι ίσο με το ΑΒΓ.

(H ε δεν τέμνει τις πλευρές)



(Η ε διέρχεται από 
(H ε τέμνει τις πλευρές)


τα Β και Γ)

7.  Να κατασκευαστεί το συμμετρικό κύκλου (Ο, ρ) ως προς ευθεία ε.

 Λύση

Το συμμετρικό του κύκλου (Ο, ρ) 
ως προς την ε είναι κύκλος (Ο΄, ρ) 
ίσος με τον (Ο, ρ), με Ο΄ συμμετρικό 
του Ο ως προς την ε. Όπως όλα τα 
συμμετρικά σχήματα, οι κύκλοι (Ο, ρ) 
και (Ο΄, ρ) είναι ίσοι, δηλαδή έχουν ίσες ακτίνες.


8.  Να χαραχθεί η πορεία των ακτίνων του φωτός, που εκπέμπονται από ένα φωτεινό σημείο Α και ανακλώνται σ’ έναν επίπεδο καθρέφτη (ο οποίος στο σχήμα φαίνε-ται ως μία ευθεία ε).

 Λύση

Βρίσκουμε το συμμετρικό Α΄ 
του σημείου Α ως προς την

ευθεία ε. Οι ακτίνες ανακλώνται 

στον καθρέφτη και ακολουθούν 
την πορεία, που θα είχαν, αν η 


πηγή του φωτός ήταν το σημείο Α΄. Επειδή οι γωνίες που σχηματίζουν οι ακτίνες με την ε είναι συμμετρικές, θα είναι και ίσες.

Άρα, η γωνία με την οποία μια ακτίνα πέφτει στον καθρέφτη είναι ίση με τη γωνία με την οποία ανακλάται.


9.  Στο σχήμα τα σημεία Β και Β' είναι συμμετρικά ως προς την ευθεία ε. Να βρεθεί με τη βοήθεια
μόνο του χάρακα το συμμετρικό του Α ως προς την ευθεία ε.
 Λύση

Επειδή με το χάρακα μπορούμε 

να φέρουμε μόνο ευθείες γραμμές, 
ακολουθούμε τα παρακάτω βήματα, 
όπως φαίνονται στο διπλανό σχήμα:

( Φέρνουμε την ευθεία ΑΒ και την 
προεκτείνουμε μέχρι να τμήσει τον 
άξονα ε στο σημείο Κ.

( Φέρνουμε την ευθεία ΚΒ΄, η οποία είναι συμμετρική της ΚΒ, αφού ενώνει δύο συμμετρικά σημεία αυτής, τα Κ και Β΄. 



( Φέρνουμε την ΑΒ΄, που τέμνει την ε στο Ο.

( Τέλος, φέρνουμε την ΒΟ, που η συμμετρική της είναι η ΟΒ΄. Οι ευθείες ΚΒ΄ και ΒΟ είναι συμμετρικές των ΚΒ και Β΄Ο αντίστοιχα και οι τομές τους θα είναι συμμετρικά σημεία, τα Α και Α΄.


ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ


1.  Να βρεις τη συμμετρική της γωνίας xΟy ως προς 
την ευθεία ε, σε καθεμιά από τις δυο περιπτώσεις.


2.  Να βρεις το συμμετρικό του κύκλου (Ο, ρ) ως προς την ευθεία ε σε καθεμιά από τις δυο περιπτώσεις.




3.  Να βρεις το συμμετρικό του σχήματος ως προς την ευθεία ε και το συμμετρικό του νέου σχήματος ως προς την ευθεία ε΄, η οποία είναι παράλληλη 
με την ε. Τι σχέση έχουν το αρχικό 
και το τελευταίο σχήμα; Να επανα-

λάβεις το ίδιο και με μια τρίτη 
παράλληλη. Τι παρατηρείς;

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ ΓΙΑ ΤΟ ΣΠΙΤΙ

1.  Βρες το συμμετρικό ενός τριγώνου ως προς 
μια ευθεία ε και το συμμετρικό του νέου τριγώνου 
ως προς μία άλλη ευθεία ζ. Τι σχέση έχουν το 
αρχικό και το τελευταίο τρίγωνο; Να επαναλάβεις 
το ίδιο και με τρίτη ευθεία.


2.  Προσπάθησε να δείξεις, ότι το συμμετρικό σχήμα ως προς άξονα δ μιας ευθείας ε παράλληλης προς τη δ, είναι ευθεία παράλληλη προς την ευθεία ε.



Β.2.2. Άξονας συμμετρίας

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 1η
Σχεδίασε σ’ ένα διαφανές χαρτί μια ευθεία. Τοποθέτησε το διαφανές αυτό χαρτί πάνω σε καθένα από τα παρακάτω σχήματα. Εξέτασε αν υπάρχει θέση τέτοια που τα δύο μέρη, στα οποία η ευθεία “χωρίζει” το σχήμα, συμπίπτουν, όταν το διπλώσεις κατά μήκος της ευθείας, ακριβώς στη θέση αυτή.


► Προσπάθησε να βρεις αν υπάρχει και άλλη θέση στην οποία μπορείς να παρατηρήσεις το ίδιο φαινόμενο για το ίδιο σχήμα.




Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε

( Άξονας συμμετρίας σχήματος ονομάζεται η ευθεία που χωρίζει το σχήμα σε δύο μέρη, τα οποία συμπίπτουν όταν διπλωθεί το σχήμα κατά μήκος της ευθείας. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι το σχήμα έχει άξονα συμμετρίας την ευθεία αυτή.
► Όταν ένα σχήμα έχει άξονα συμμετρίας, το συμμετρικό του ως προς τον άξονα αυτόν είναι το ίδιο το σχήμα.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ - ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Να βρεθούν οι άξονες συμμετρίας του κύκλου και 
του αντίστοιχου κυκλικού δίσκου (Ο, ρ).

 Λύση

Με δίπλωση διαπιστώνουμε ότι η 
ευθεία ε πάνω στην οποία βρίσκεται 
μια οποιαδήποτε διάμετρος του 
κύκλου (Ο, ρ) είναι άξονας συμμετρίας 
του κύκλου και του αντίστοιχου κυκλικού δίσκου.
Επομένως:

► Οποιαδήποτε διάμετρος κύκλου είναι άξονας συμμετρίας του κύκλου και του αντίστοιχου κυκλικού δίσκου.


ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ


1.  Να επιλέξεις τη σωστή απάντηση:

Κάθε κύκλος και ο αντίστοιχος κυκλικός δίσκος έχουν:

      Ένα άξονα συμμετρίας



      Άπειρους άξονες συμμετρίας

      Κανένα άξονα συμμετρίας.


2.  Εξέτασε αν τα κεφαλαία γράμματα του αλφαβήτου Α, Ι, Γ και Θ έχουν: (α) κανένα, (β) ένα, (γ) περισσότερους από ένα άξονες συμμετρίας.


3. Σχεδίασε τους άξονες συμμετρίας των παρακάτω γεωμετρικών σχημάτων.



4.  Σχεδίασε τους άξονες συμμετρίας του σχήματος που δημιουργείται από δύο ίσους τεμνόμενους κύκλους.


5.  Βρες τους άξονες συμμετρίας του σχήματος που δημιουργείται από δύο κύκλους με διαφορετικές ακτίνες, όταν: (α) έχουν το ίδιο κέντρο και (β) έχουν διαφορετικά κέντρα.


Β.2.3. Μεσοκάθετος ευθυγράμμου τμήματος

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 
Ο καπετάνιος  του πλοίου 
προσπαθεί να κρατήσει 
την πορεία του πλοίου το 
ίδιο μακριά από τις βάσεις 
Α και Β της γέφυρας, επει-

δή η στενότητα του περάσματος, 
ο αέρας και η γνωστή παλίρροια 
του Ευβοϊκού κόλπου επιδρούν 
στην πορεία των καραβιών και 
κάνουν τη διέλευση επικίνδυνη. 
Μπορείς να υποδείξεις την 
πορεία που πρέπει να έχει ένα 
πλοίο για να περάσει με ασφά-

λεια το στενό του Ευρίππου;
► Τι είναι η πορεία του πλοίου σε σχέση με το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ;
► Τι είναι τα σημεία Α και Β μεταξύ τους σε σχέση με την πορεία του πλοίου;

► Ποια σημαντική ιδιότητα πρέπει να έχουν τα σημεία της πορείας αυτής;

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε


( Μεσοκάθετος ευθυγράμμου τμήματος λέγεται η ευθεία που είναι κάθετη προς αυτό και διέρχεται από το μέσον του.

► Κάθε σημείο της μεσοκαθέτου ενός ευθυγράμμου τμήματος έχει  ίσες αποστάσεις (ισαπέχει) από τα άκρα του.



► Κάθε σημείο που ισαπέχει από τα άκρα ενός ευθυγράμμου τμήματος βρίσκεται πάνω στη μεσοκάθετό του.

► Η μεσοκάθετος ενός ευθυγράμμου τμήματος είναι άξονας συμμετρίας του.


Κατά τον Ευκλείδη οι Κατασκευές, στηρίζονται
σε τρεις κανόνες (“αιτήματα”) 
( Από δύο σημεία να διέρχεται μία μόνο 
ευθεία.
( Ένα ευθύγραμμο τμήμα προεκτείνεται 
απεριόριστα

( Ο κύκλος ορίζεται με ένα σημείο (κέντρο) και ένα 

ευθύγραμμο τμήμα (ακτίνα)

Με βάση τους παραπάνω κανόνες («αιτήματα») μπο-ρούν να γίνουν οι κατασκευές όλων των γεωμετρικών  σχημάτων με την χρήση «του κανόνα και του διαβήτη». («Κανόνας» είναι ένας χάρακας χωρίς υποδιαιρέσεις για να χαράζουμε ευθείες και όχι για να κάνουμε μετρήσεις μηκών). Οι κατασκευές αυτές απαιτούν μεγαλύτερη επιδεξιότητα και γνώση, δίνουν όμως ακριβέστερα αποτελέσματα και βοηθούν να αποφεύ-γονται λάθη, που οφείλονται σε ατέλειες των οργάνων που χρησιμοποιούμε στην πράξη.


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ - ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Να σχεδιαστεί η μεσοκάθετος ενός ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ, με τη βοήθεια του υποδεκάμετρου και 
του γνώμονα.

  Λύση

Προσδιορίζουμε το μέσον Μ του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ με το υποδεκάμετρο και στη συνέχεια με το γνώμονα σχεδιάζουμε την ευθεία ε, που διέρχεται από το Μ και είναι κάθετη στο ΑΒ.



2.  Να σχεδιαστεί η μεσοκάθετος ενός ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ, χωρίς τη βοήθεια του υποδεκάμετρου και του γνώμονα, άλλα μονό με τη χρήση “του κανόνα και του διαβήτη”.



  Λύση

Γνωρίζουμε ότι η μεσοκάθετος, όπως κάθε ευθεία, ορίζεται από δύο σημεία και ότι κάθε σημείο της μεσοκαθέτου ενός ευθυγράμμου τμήματος ισαπέχει από τα άκρα του.

Για να σχεδιάσουμε τη μεσοκάθετο του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ πρέπει να βρούμε δύο σημεία που να ισαπέχουν από τα Α και Β. Γράφουμε, λοιπόν, δύο ίσους κύκλους με κέντρα τα άκρα Α και Β του ευθυγράμμου τμήματος και με ακτίνα ρ (μεγαλύτερη από το μισό μήκος του ΑΒ, για να τέμνονται).

Τα σημεία Γ και Δ, στα οποία τέμνονται οι δύο κύκλοι ορίζουν την ευθεία που είναι μεσοκάθετος του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ, διότι δύο σημεία της, τα Γ και Δ, απέχουν εξίσου από τα άκρα Α και Β, αφού είναι ΓΑ = ΓΒ = ρ και ΔΑ = ΔΒ = ρ.

♦ Με την κατασκευή της μεσοκαθέτου του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ, βρήκαμε με ακρίβεια και το μέσο Μ, χωρίς να χρησιμοποιήσουμε υποδεκάμετρο.



3. Να κατασκευαστεί ευθεία δ κάθετη σε ευθεία ε στο σημείο της Α.


  Λύση

Γράφουμε κύκλο με κέντρο το Α και τυχαία ακτίνα, που τέμνει την ε σε δύο σημεία Γ και Δ. Επειδή το Α είναι μέσο του ΓΔ, αρκεί να φέρουμε τη μεσοκάθετο του ΓΔ που διέρχεται από το μέσο του Α και είναι κάθετη στην ε.




4.  Να κατασκευαστεί η κάθετη δ μιας ευθείας ε από σημείο Α εκτός αυτής.

  Λύση

Γράφουμε κύκλο με κέντρο το Α και ακτίνα τέτοια ώστε να τέμνει την ε σε δύο σημεία Γ και Δ. Επειδή το Α ισαπέχει από τα Γ και Δ, θα είναι σημείο της μεσοκαθέτου του τμήματος ΓΔ. Επομένως, αρκεί να φέρουμε, με τον τρόπο που μάθαμε στην εφαρμογή 2, τη μεσοκάθετο του ΓΔ που διέρχεται από το Α.





5. Να κατασκευαστεί ένα ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς α.

 Λύση

Γράφουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα ΒΓ = α. Με κέντρα τα άκρα Β και Γ και ακτίνα ίση με α γράφουμε δύο κύκλους. Έστω Α το ένα σημείο 
από τα δύο που τέμνονται οι 
κύκλοι αυτοί. Το τρίγωνο ΑΒΓ 
είναι το ζητούμενο ισόπλευρο, 
διότι έχει όλες τις πλευρές του 
ίσες με α, ως ακτίνες ίσων 
κύκλων ακτίνας α.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ


1.  Συμπλήρωσε τα παρακάτω κενά:

(α) Κάθε σημείο που ισαπέχει από τα άκρα ευθυγράμμου τμήματος βρίσκεται πάνω στη …………………………


(β) Με την κατασκευή της μεσοκαθέτου του ευθυγράμ-μου τμήματος ΑΒ, βρήκαμε με ακρίβεια και το ………………………… του, χωρίς να χρησιμοποιήσουμε υποδεκάμετρο. 

(γ) Δύο σημεία Μ και Μ΄ είναι συμμετρικά ως προς ευθεία ε, όταν η ε είναι …………………………… 

του τμήματος ΜΜ΄.


2.  Να χαράξεις ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και με τη χρήση του κανόνα και του διαβήτη να το χωρίσεις σε δυο ίσα τμήματα και στη συνέχεια σε τέσσερα ίσα τμήματα.


3.  Σχεδίασε έναν κύκλο και μια ακτίνα του ΚΑ. Βρες δυο σημεία του κύκλου, που το καθένα να ισαπέχει από τα Κ και Α.


4.  Στο παρακάτω σχήμα η καμπύλη γραμμή γ παριστά τμήμα της διαδρομής του αστικού λεωφορείου. 

Οι κάτοικοι των οικισμών Α και Β αποφάσισαν να κατασκευάσουν μια στάση, που να απέχει 
εξίσου από τους δύο οικισμούς. Βρες το 
κατάλληλο σημείο της διαδρομής και 

δικαιολόγησε τη λύση που θα δώσεις.


5.  Να βρεις το σημείο της όχθης ενός ποταμού το οποίο ισαπέχει από δύο χωριά Α και Β.


6.  Σχεδίασε ένα τρίγωνο και βρες με ακρίβεια τα μέσα των πλευρών του.


7.  Σχεδίασε έναν κύκλο με κέντρο Κ και μια χορδή του ΑΒ. Να κατασκευάσεις τη μεσοκάθετο της χορδής ΑΒ 


και να ονομάσεις Μ και Ν τα σημεία στα οποία τέμνει τον κύκλο.  

(α) Σύγκρινε τις χορδές ΜΑ και ΜΒ και δικαιολόγησε το αποτέλεσμα της σύγκρισης, (β) κάνε το ίδιο και για τις χορδές ΝΑ και ΝΒ,  (γ) βρες εάν το κέντρο Κ του κύκλου είναι σημείο της μεσοκαθέτου και δικαιολόγησε την απάντησή σου.


8.  Σχεδίασε τις μεσοκάθετες τριών χορδών ενός κύκλου και εξέτασε αν υπάρχει σημείο στο σχήμα σου, από το οποίο να διέρχονται και οι τρεις μεσοκάθετες.


9.  Στο διπλανό σχήμα βρες 
εκείνο το σημείο της ε, που να 
ισαπέχει από τα σημεία Α και Β.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ ΓΙΑ ΤΟ ΣΠΙΤΙ

1. Σχεδίασε έναν κύκλο με ένα νόμισμα. Πώς μπορείς να βρεις το κέντρο του;


2. Τρεις οικογένειες κατασκήνωσαν σ’ ένα κάμπινγκ και τοποθέτησαν τις σκηνές τους Σ1, Σ2 και Σ3 έτσι ώστε: Σ1Σ2 = 3,8 m,  Σ1Σ3 = 2 m και Σ2Σ3 = 3,5 m. Να σχεδιάσεις τη διάταξη των σκηνών σε σχέδιο με κλίμακα 1:100 και να βρεις το σημείο Ν, που πρέπει να τοποθετηθεί ένα ντους, ώστε και οι τρεις σκηνές να απέχουν εξίσου απ’ αυτό. Υπάρχουν πολλές τέτοιες θέσεις; Να δικαιολογήσεις την απάντησή σου.



Β.2.4. Συμμετρία ως προς σημείο

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 
Αν περιστραφεί το σχήμα 
ΑΒΓ, γύρω από το σημείο 
Ο κατά 180ο,παίρνει μια 
νέα θέση την Α΄Β΄Γ΄.

► Τι συμπεραίνεις για τα 
σχήματα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄;


Σκεφτόμαστε

Παρατηρούμε ότι όταν ολοκληρωθεί η στροφή αυτή, κά-θε σημείο του ΑΒΓ συμπίπτει με ένα σημείο του Α΄Β΄Γ΄. Για παράδειγμα, θα συμπέσουν τα σημεία Α και Α΄.

( Τα σημεία αυτά λέγονται συμμετρικά, ως προς 
 κέντρο Ο. Δηλαδή:
( Συμμετρικό σημείου Α ως προς κέντρο Ο, είναι 
το σημείο Α΄, με το οποίο το Α, αν περιστραφεί 
περί το Ο κατά 180ο.
Ισχύει ότι:

► Δύο σημεία Μ και Μ΄ είναι συμμετρικά ως προς 

σημείο Ο, όταν το Ο είναι μέσο του τμήματος ΜΜ΄.

( Δύο σχήματα λέγονται συμμετρικά ως προς σημείο Ο, όταν κάθε σημείο του ενός 
είναι συμμετρικό ενός σημείου 
του άλλου ως προς το Ο.
► Τα συμμετρικά ως προς 
σημείο σχήματα είναι ίσα.


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ - ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.  Να βρεθεί το συμμετρικό Α΄ του σημείου Α, ως προς σημείο Ο.

 Λύση

Για να κατασκευάσουμε το συμμετρικό Α΄ ενός σημείου Α ως προς σημείο Ο, φέρνουμε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΟ και στην προέκτασή του (με το υποδεκάμετρο ή με το διαβήτη) παίρνουμε ίσο τμήμα ΟΑ΄, όπως δείχνουν οι παρακάτω εικόνες.



2.  Να κατασκευαστεί το συμμετρικό Α΄Β΄ ενός ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ ως προς σημείο Ο. 

 Λύση

Το συμμετρικό ενός ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ ως προς σημείο Ο, είναι ευθύγραμμο τμήμα Α΄Β΄. Για να το κατασκευάσουμε αρκεί να 
βρούμε τα σημεία Α΄ και Β΄, 
που είναι τα συμμετρικά των 
Α και Β ως προς Ο. 

Παρατηρούμε ότι είναι: 

Α΄Β΄ = ΑΒ και Α΄Β΄ // ΑΒ.


3. Να κατασκευαστεί το συμμετρικό ως προς σημείο Ο:  (α) μιας ευθείας ε και  (β) μιας ημιευθείας Αx. 


 Λύση

Παίρνουμε δύο σημεία Α και Β πάνω στην ευθεία ε ή την ημιευθεία Αχ και βρίσκουμε, όπως παραπάνω, τα συμμετρικά ως προς το Ο. Η προέκταση του ευθύγραμ-μου τμήματος Α΄Β΄ είναι η ε΄ ή η Α΄x΄, που είναι 
συμμετρική της ευθείας ε ή της ημιευθείας Αx αντίστοιχα.

(α)

(β)


4.  Να κατασκευαστεί το συμμετρικό σχήμα μιας γωνίας
xΑy ως προς σημείο Ο.

 Λύση

Βρίσκουμε το συμμετρικό Α΄ της 
κορυφής Α και τις συμμετρικές 
ημιευθείες Α΄x΄ και Α΄y΄ των δύο 
πλευρών της Αx και Αy 
αντίστοιχα ως προς το Ο, όπως μάθαμε προηγουμέ-

νως. Τότε, η γωνία x΄Α΄y΄ είναι συμμετρική της xΑy και είναι ίση μ’ αυτή. 


5.  Να κατασκευαστεί το συμμετρικό Α΄Β΄Γ΄ ενός τριγώνου ΑΒΓ ως προς σημείο Ο, το οποίο  

(α) είναι εκτός τριγώνου,  

(β) βρίσκεται εντός του τριγώνου και
(γ) είναι μία κορυφή του.

 Λύση

Και στις τρεις περιπτώσεις, βρίσκουμε τα συμμετρικά Α΄, Β΄, Γ΄, ως προς το Ο, των κορυφών Α, Β, Γ του τριγώνου. Τότε το τρίγωνο ΑΒΓ έχει συμμετρικό το τρίγωνο Α΄Β΄Γ΄, που είναι ίσο με το ΑΒΓ.



6.  Να κατασκευαστεί το συμμετρικό σχήμα ενός κύκλου (Κ, ρ) ως προς σημείο Ο.

 Λύση

Βρίσκουμε το συμμετρικό ως 
προς το Ο του κέντρου Κ και 

ενός σημείου του κύκλου Α, που είναι τα 
σημεία Κ΄ και Α΄ αντίστοιχα. Γράφουμε τον κύκλο 
(Κ΄, ρ = Κ΄Α΄) που είναι ο ζητούμενος. Οι δύο κύκλοι είναι ίσοι διότι έχουν ίσες ακτίνες.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ


1. Να κατασκευάσεις τα συμμετρικά Β΄, Μ΄
και Γ΄ των Β, Μ και Γ αντίστοιχα ως προς

το Α και να δικαιολογήσεις ότι το Μ΄ είναι 
μέσο του Β΄Γ΄. (Το Μ είναι το μέσο της 
ΒΓ).


2. Να σχεδιάσεις τρίγωνο ΑΒΔ και το συμμετρικό Γ της κορυφής του Α ως προς το μέσον Ο της πλευράς ΒΔ. Πώς μπορείς να χαρακτηρίσεις το τετράπλευρο ΑΒΓΔ;



Β.2.5. Κέντρο συμμετρίας

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 
Βρες ένα σημείο, σε κάθε ένα από τα παρακάτω 
σχήματα, γύρω από το οποίο προσπάθησε να περι-
στρέψεις το σχήμα αυτό κατά 180ο και να παρατηρήσεις εάν συμπίπτει ή όχι με τον εαυτό του, μετά την ολοκλήρωση της περιστροφής αυτής.



          Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε 
( Κέντρο συμμετρίας σχήματος ονομάζεται ένα 
σημείο του Ο, γύρω από το οποίο αν περιστραφεί το σχήμα κατά 180ο, συμπίπτει με το αρχικό.
Στην περίπτωση που υπάρχει τέτοιο σημείο, λέμε ότι το σχήμα έχει κέντρο συμμετρίας το σημείο Ο.



► Όταν ένα σχήμα έχει κέντρο συμμετρίας, το συμμετρικό του ως προς το κέντρο αυτό είναι το ίδιο το σχήμα.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ - ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.  Το συμμετρικό παραλληλογράμμου ΑΒΓΑ, ως 

προς κέντρο συμμετρίας το σημείο τομής των διαγωνίων του, είναι το ίδιο το παραλληλόγραμμο.

 Λύση

Παρατηρούμε, ότι ένα σημείο Ε του παραλληλογράμ-μου, με στροφή κατά 180ο γύρω από το Ο, θα συμπέσει με ένα άλλο σημείο Ε΄ του ίδιου του παραλληλογράμ-μου. Αυτό συμβαίνει για όλα τα 
σημεία του ΑΒΓΔ, επομένως το 
συμμετρικό του ως προς το Ο 
είναι πάλι το ίδιο το παραλλη-

λόγραμμο ΑΒΓΔ.


2.  Ποιο είναι το κέντρο συμμετρίας ενός κύκλου;

 Λύση

Με στροφή κατά 180ο γύρω από το 
κέντρο Ο του κύκλου, διαπιστώνουμε 
ότι αυτός συμπίπτει με τον εαυτό του. 
Επομένως:

► Το κέντρο του κύκλου είναι κέντρο συμμετρίας του καθώς και του αντίστοιχου κυκλικού δίσκου.



3.  Να αποδειχθεί ότι το συμμετρικό σχήμα μιας ευθείας ε, ως προς κέντρο Ο, είναι ευθεία ε΄//ε.


 Λύση

Φέρνουμε την απόσταση ΟΑ του 
Ο από την ε. Έστω Β ένα άλλο 
σημείο της ε. Βρίσκουμε τα 
συμμετρικά Α΄ και Β΄ των σημείων 
Α και Β ως προς το Ο και ονομάζουμε ε΄ την ευθεία

που διέρχεται από τα Α΄ και Β΄. Η ευθεία ε΄ είναι συμμετρική της ε ως προς κέντρο συμμετρίας το Ο.

Η γωνία  Ο Α΄Β΄ θα είναι συμμετρική της γωνίας ΟΑΒ. Επειδή οι συμμετρικές γωνίες είναι ίσες, θα είναι: 
Ο Α΄Β΄ = ΟΑΒ = 90ο. Άρα, οι ευθείες ε και ε΄ είναι κάθετες στην ίδια ευθεία ΑΑ΄, συνεπώς μεταξύ τους παράλληλες.

► Οι συμμετρικές ως προς σημείο ευθείες, είναι μεταξύ τους παράλληλες.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ


1.  Αφού γράψεις τα κεφαλαία γράμματα του αλφαβήτου, εξέτασε αν έχουν κέντρο συμμετρίας.


2. Να βρεις στα παρακάτω σχήματα το κέντρο συμμετρίας, αν υπάρχει.




3. Τοποθέτησε ένα “Χ” στις κατάλληλες θέσεις, για τη θετική σου απάντηση.


	
	Άξονες συμμετρίας

	
	Κανένα
	Ένα
	Δύο     
	Τρεις
	Τέσσερις
	Περισσό-τερους
	Έχει Κέντρο

Συμμετρίας

	Ευθύγραμμο τμήμα
	
	
	
	
	
	
	

	Ισοσκελές 

τρίγωνο
	
	
	
	
	
	
	

	Ισόπλευρο τρίγωνο
	
	
	
	
	
	
	

	Παραλλη-λόγραμμο
	
	
	
	
	
	
	

	Ορθογώνιο
	
	
	
	
	
	
	

	Ρόμβος
	
	
	
	
	
	
	

	Τετράγωνο
	
	
	
	
	
	
	

	Κύκλος
	
	
	
	
	
	
	




Β.2.6. Παράλληλες ευθείες που τέμνονται από μια άλλη ευθεία

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 
Στη διπλανή εικόνα 
βλέπουμε ένα δημόσιο 
δρόμο να διασχίζει δύο αγροκτήματα.

Οι παράλληλες ευθείες ε1, 
και ε2 ορίζουν τα όρια του 
δρόμου αυτού και χωρί-

ζουν τη γη σε τρεις ζώνες.

Δώσε μια συγκεκριμένη 
κοινή ονομασία για όλα τα σημεία που βρίσκονται στην άσφαλτο του δρόμου, δηλαδή στη ζώνη ανάμεσα στις ευθείες ε1, και ε2, καθώς και μία άλλη κοινή ονομασία γιά όλα τα σημεία που βρίσκονται έξω απ’ αυτή, δηλαδή στα χωράφια.

Στην ίδια εικόνα υπάρχει ένας χωματόδρομος που χωρίζει τα δύο αγροκτήματα και ορίζει μια ευθεία δ που είναι το σύνορο μεταξύ τους.

► Πώς μπορείς να δώσεις μια κοινή ονομασία σε όλα τα σημεία που ανήκουν στο ίδιο και μόνο αγρόκτημα;



Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε

( Οι γωνίες που βρίσκονται 
ανάμεσα στις ευθείες ε1, και 
ε2 ονομάζονται «εντός» (των 

ευθειών) και όλες οι άλλες  

«εκτός».   

  Α3,  Α4,  Β1,  Β2  είναι “εντός” και

 Α1,  Α2,  Β3,  Β4   είναι “εκτός” 

( Οι γωνίες που βρίσκονται προς το ίδιο μέρος 
της ευθείας δ ονομάζονται “επί τα αυτά” (μέρη της 
ευθείας)

 
Α2,  Α3,  Β2,  Β3    είναι “επί τα αυτά” και

Α1,  Α4,  Β1,  Β4   είναι “επί τα αυτά” 

( Δύο γωνίες που βρίσκονται η μία στο ένα κι η άλλη στο άλλο ημιεπίπεδο  της ευθείας δ, λέγονται μεταξύ τους “εναλλάξ”.

    
π.χ. η Α4 με τη Β2  είναι “εναλλάξ” αλλά 

και η Α2  με τη Β1 είναι “εναλλάξ” κ.ο.κ.
( Από τον συνδυασμό των παραπάνω προκύπτει ότι θα έχουμε τις παρακάτω έξι ονομασίες για τα 16 διαφορετικά ζευγάρια των γωνιών. 

(α) εντός εναλλάξ και (β) εκτός εναλλάξ
(γ) εντός και επί τα αυτά  και (δ) εκτός και επί τα αυτά

(ε) εντός-εκτός εναλλάξ και (στ) εντός-εκτός επί τα αυτά.



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ - ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.  Να συγκριθούν μεταξύ τους οι γωνίες, που σχηματίζονται στα σημεία Α και Β, στα οποία τέμνει μια ευθεία δ δύο παράλληλες ευθείες ε1 και ε2 αντίστοιχα.

 Λύση

Μπορούμε να διαπιστώ-

σουμε (μετρώντας με το 
μοιρογνωμόνιο) ότι οι γωνίες 
που σχηματίζονται και στα 
δύο σημεία τομής Α και Β, 
είναι δύο ειδών:


( Οι οξείες γωνίες ω, που είναι μεταξύ τους 
ίσες και

( Οι αμβλείες γωνίες φ, που είναι κι αυτές 
μεταξύ τους ίσες.
Τα τέσσερα ζευγάρια των γωνιών, που είναι όλες οξείες και ίσες μεταξύ τους είναι:


► Από τις “εντός εναλλάξ”:     Α4 = Β2      


► Από τις “εκτός εναλλάξ”:     Α2 = Β4

► Από τις “εντός - εκτός επί τα αυτά”:      Α2 = Β2  

και  Α4 = Β4.



Τα τέσσερα ζευγάρια των γωνιών, που είναι όλες αμβλείες και ίσες μεταξύ τους είναι:


► Από τις “εντός εναλλάξ”:         Α3 = Β1      


► Από τις “εκτός εναλλάξ”:         Α1 = Β3       


► Από τις “εντός - εκτός επί τα αυτά”:   Α1 = Β1         

και    Α3 = Β3

Επειδή όμως οι γωνίες   Α1 και Β2 είναι παραπληρωματικές, θα ισχύει γενικά: ω + φ = 180ο.

Οπότε συμπεραίνουμε ότι τα  υπόλοιπα ζευγάρια των γωνιών είναι ζευγάρια παραπληρωματικών γωνιών, τα οποία και είναι τα εξής:

► Οι “εντός επί τα αυτά”:  

 

Α3 + Β2 = 180ο και   Α4 + Β1 = 180ο
► Οι “εκτός επί τα αυτά”:  

 
Α1 + Β4 = 180ο και   Α4 + Β3 = 180ο
► Οι “εντός- εκτός εναλλάξ”:  

Α1 + Β2 = 180ο και   Α2 + Β1 = 180ο       και
Α3 + Β4 = 180ο και   Α4 + Β3 = 180ο


2.  Στο παρακάτω σχήμα είναι ε1 // ε2. Να υπολογίσετε 
όλες τις γωνίες, που είναι σημειωμένες, αν είναι  
α = 40ο.

 Λύση


Οι γωνίες α και γ είναι κατακο-

ρυφήν, άρα θα είναι: α = γ = 40ο

Οι γωνίες α και γ    είναι παραπληρωματικές, άρα θα 
είναι: α + β = 180ο από τη σχέση αυτή συμπεραίνουμε 

ότι:  β = 180ο – α   = 180ο – 40ο = 140ο.

Οι γωνίες β και δ είναι κατακορυφήν, άρα θα είναι:
β = δ = 140ο 

Αλλά επειδή ε1 // ε2 και η ε3 τέμνουσα των δύο παραλλήλων ευθειών θα είναι:


ε = α, ως εντός – εκτός επί τα αυτά, άρα ε = 40ο.

ζ + α = 180ο ως εντός επί τα αυτά, 


άρα ζ = 180ο – α = 180ο – 40ο = 140ο. 

η = α, ως εντός εναλλάξ, επομένως:  η = 40ο  και 

θ = δ, ως εντός – εκτός επί τα αυτά, άρα:  θ = 140ο.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ


1.  Σχεδίασε δυο παράλληλες ευθείες ε1 και ε2, οι 

οποίες να απέχουν 4 cm. Φέρε μία ευθεία που να σχηματίζει με την ε1 γωνία 12ο και υπολόγισε τις υπόλοιπες γωνίες.

2.  Στο παρακάτω σχήμα είναι ε1 // ε2 και ε3 // ε4.
Να υπολογίσεις τις σημειωμένες γωνίες του σχήματος, 
αν είναι  α = β = 70ο.

3.  Να σχηματίσεις μια γωνία  xAy = 63ο. Να πάρεις ένα σημείο Β της πλευράς Αx, ώστε να είναι ΑΒ = 5 cm και ένα σημείο Δ της Αy, ώστε να είναι ΑΔ = 2,9 cm. Να φέ-ρεις από το Β την παράλληλη προς την Αy και από το Δ την παράλληλη προς την Αx. Να ονομάσεις Γ το σημείο τομής των παράλληλων αυτών. Να υπολογίσεις τις γωνίες του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ.


4.  Στο διπλανό σχήμα οι
 ευθείες ε1 και ε2 είναι 
παράλληλες και η ημιευθεία 
Βδ2 είναι διχοτόμος της 
γωνίας Β. Να υπολογίσεις 
τις γωνίες α, β και γ     
του σχήματος.


5.  Στο διπλανό σχήμα είναι ε1 // ε2 
 και ε3 // ε4. Να υπολογίσεις τις 
γωνίες α και β .


6.  Στο τετράπλευρο ΑΒΓΔ του παρακάτω σχήματος είναι: ΑΒ // ΓΔ και ΑΔ // ΒΓ. Να υπολογίσεις όλες τις 

σημειωμένες γωνίες.



Τρίγωνα – Παραλληλόγραμμα – Τραπέζια

3.1  Στοιχεία τριγώνου – Είδη τριγώνων

( Γνωρίζω τα στοιχεία του τριγώνου
( Γνωρίζω τα είδη των τριγώνων

3.2  Άθροισμα γωνιών τριγώνου – Ιδιότητες ισοσκελούς τριγώνου

( Γνωρίζω ότι το άθροισμα των γωνιών ενός τριγώνου είναι 180ο
( Γνωρίζω τις ιδιότητες του ισοσκελούς τριγώνου και του ισοπλεύρου τριγώνου

3.3  Παραλληλόγραμμο – Ορθογώνιο – Ρόμβος – Τετράγωνο – Τραπέζιο – Ισοσκελές τραπέζιο

( Γνωρίζω ποιο τετράπλευρο ονομάζεται παραλληλό-γραμμο, ποιο ορθογώνιο, ποιο ρόμβος, ποιο τετράγωνο και ποιο τραπέζιο

( Χαράσσω τα ύψη του παραλληλογράμμου και του τραπεζίου

3.4  Ιδιότητες Παραλληλογράμμου – Ορθογωνίου – Ρόμβου – Τετράγωνου – Τραπεζίου – Ισοσκελούς τραπεζίου

( Γνωρίζω τις ιδιότητες του παραλληλογράμμου, του ορθογωνίου, του ρόμβου και του ισοσκελούς τραπεζίου


Β.3.1. Στοιχεία τριγώνου - Είδη τριγώνων

         Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε

Κύρια στοιχεία τριγώνου

( Κάθε τρίγωνο ΑΒΓ έχει τρεις κορυφές Α, Β, Γ, 
τρεις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ και τρεις γωνίες Α, Β, Γ.   


( Τα ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ, εκτός από τις πλευρές, συμβολίζουν και τα μήκη των αντίστοιχων ευθυγράμμων τμημάτων.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 
Παρακάτω βλέπουμε την κατάταξη των τριγώνων με βάση δύο συγκεκριμένα κριτήρια. 
( Μπορείς να εκφράσεις με λόγια τα κριτήρια με τα οποία έγινε αυτή η κατάταξη;


   Σκεφτόμαστε

Με βάση το 1ο κριτήριο διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις:



	Πλευρές
κάθετες
	Όχι κάθετες πλευρές

	Μία γωνία ορθή
	Μία γωνία
μεγαλύτερη
της ορθής
	Όλες οι γωνίες
μικρότερες
της ορθής

	

	
	

	Ορθογώνιο
	Αμβλυγώνιο
	Οξυγώνιο


Με βάση το 2ο κριτήριο διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις:

	Ισότητα πλευρών
	Ανισότητα πλευρών

	Τρεις πλευρές ίσες
	Δύο πλευρές ίσες
	Όλες οι πλευρές άνισες

	
	
	

	Ισόπλευρο
	Ισοσκελές
	Σκαληνό



Δευτερεύοντα στοιχεία τριγώνου

( Το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει την 
κορυφή ενός τριγώνου με το μέσο της 
απέναντι πλευράς, λέγεται διάμεσος.


( Το ευθύγραμμο τμήμα που φέρνουμε 
από μία κορυφή ενός τριγώνου κάθετο 
στην ευθεία της απέναντι πλευράς, 
λέγεται ύψος του τριγώνου.


( Το ευθύγραμμο τμήμα της 
διχοτόμου μιας γωνίας ενός τριγώνου 

που φέρνουμε από μια κορυφή και 
καταλήγει στην απέναντι πλευρά, 

λέγεται διχοτόμος του τριγώνου.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ - ΕΦΑΡΜΟΓΗ
Να σχεδιαστούν τα ύψη σε τρίγωνο που είναι: 
(α) οξυγώνιο,  (β) αμβλυγώνιο και  (γ) ορθογώνιο.

  Λύση

Από την κορυφή π.χ. την Α του τριγώνου ΑΒΓ φέρνουμε την κάθετο στην απέναντι πλευρά του. Τότε η απόσταση του Α από την πλευρά ΒΓ είναι το ύψος ΑΔ του τριγώνου. Αυτήν τη διαδικασία την επαναλαμβά-νουμε και από τις άλλες δύο κορυφές του τριγώνου για να βρούμε και τα τρία ύψη του, τα οποία παρατηρούμε ότι διέρχονται από το ίδιο σημείο Η, που λέγεται ορθόκεντρο.
(α)




(β)


(γ)


ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ


1. Γράψε “Σ” μπροστά από κάθε σωστή πρόταση 
και “Λ” μπροστά από κάθε λάθος.


(α) Κάθε ορθογώνιο τρίγωνο έχει μια ορθή 
γωνία.

(β) Το αμβλυγώνιο τρίγωνο έχει δύο αμβλείες 
γωνίες.

(γ) Το ισόπλευρο τρίγωνο έχει όλες τις πλευρές του 
ίσες.

(δ) Το ισοσκελές τρίγωνο μπορεί να είναι και 
αμβλυγώνιο.

(ε) Το ορθογώνιο τρίγωνο μπορεί να είναι και 
ισόπλευρο.

(στ) Το ορθογώνιο τρίγωνο μπορεί να είναι και 
ισοσκελές.

(ζ) Το ισόπλευρο τρίγωνο είναι πάντα 
οξυγώνιο.
(η) Ένα σκαληνό τρίγωνο δεν μπορεί να είναι ορθογώνιο.
2.  Σ’ ένα τρίγωνο ΑΒΓ, με πλευρά ΒΓ = 4,4 cm, φέρε τη διάμεσο ΑΜ. Μετά φέρε τις διάμεσους ΑΚ και ΑΛ των τριγώνων ΑΒΜ και ΑΓΜ και βρες το μήκος των ΚΜ και ΑΓ.


3.  Σχεδίασε ένα ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και τις διάμεσους του ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ. Δικαιολόγησε γιατί οι διάμεσοι του ισόπλευρου είναι διχοτόμοι και ύψη του.


4.  Σχεδίασε ένα τρίγωνο ΑΒΓ. 

(α) Βρες το μέσο Δ της πλευράς ΑΒ, το μέσο Ε της πλευράς ΒΓ και το μέσο Ζ της πλευράς ΓΑ. 

(β) Σχεδίασε τη διάμεσο ΑΕ του τριγώνου ΑΒΓ που τέμνει τη ΖΔ στο σημείο Μ. Σύγκρινε με το διαβήτη τα τμήματα ΔΜ και ΜΖ. Τι παρατηρείς;


5. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. (α) Φέρε τις διάμεσους ΑΜ και ΒΝ και ονόμασε με το γράμμα Θ το σημείο στο οποίο τέμνονται, (β) Μετά σχεδίασε την ευθεία ΓΘ και ονόμασε με το γράμμα Ρ το σημείο στο οποίο η ευθεία ΓΘ τέμνει την πλευρά ΑΒ. (γ) Σύγκρινε με το διαβήτη τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΡ και ΒΡ. Τι παρατηρείς;


6.  Σχεδίασε ένα τρίγωνο ΑΒΓ, πάρε το μέσο Μ της πλευράς ΒΓ και χάραξε από το σημείο Μ μια ευθεία ε παράλληλη προς την πλευρά ΑΒ του τριγώνου. Αν το σημείο στο οποίο τέμνει την πλευρά ΑΓ το ονομάσεις Ν, να συγκρίνεις με το διαβήτη τα τμήματα ΑΝ και NΓ. Τι παρατηρείς;



ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ  ΓΙΑ ΤΟ ΣΠΙΤΙ
Να συμπληρώσεις τον παρακάτω πίνακα με τα σχήματα των αντίστοιχων τριγώνων.

	ΤΡΙΓΩΝΑ
	Οξυγώνιο
	Ορθογώνιο
	Αμβλυγώνιο
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Β.3.2. Άθροισμα γωνιών τριγώνου –
Ιδιότητες ισοσκελούς τριγώνου

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 1η
Σχεδίασε διάφορα τυχαία ορθογώνια, αμβλυγώ-

νια και οξυγώνια τρίγωνα, όπως π.χ. αυτά που 
φαίνονται πιο κάτω. Μέτρησε τις γωνίες τους με 
το μοιρογνωμόνιο και υπολόγισε το άθροισμά 
τους. Μπορείς να διατυπώσεις κάποιο 
συμπέρασμα;

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 2η
Προσπάθησε να διαπιστώσεις ποια διάμεσος ενός ισοσκελούς τριγώνου είναι άξονας συμμετρίας του και γιατί.
ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 3η
Προσπάθησε να διερευνήσεις πόσους άξονες συμμετρίας έχει ένα ισόπλευρο τρίγωνο και γιατί.

         Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε


► Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει: Α + Β + Γ = 180ο


Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο ισχύει ότι:


► Η ευθεία της διαμέσου, που αντιστοιχεί 
στη βάση είναι άξονας συμμετρίας του 
ισοσκελούς τριγώνου.

► Η διάμεσος, που αντιστοιχεί στη 
βάση είναι ύψος και διχοτόμος.

► Οι προσκείμενες γωνίες στη 
βάση του ισοσκελούς είναι ίσες.

Σε κάθε ισόπλευρο τρίγωνο ισχύει ότι:


► Οι ευθείες των διαμέσων είναι 
άξονες συμμετρίας του ισοπλεύρου 
τριγώνου.
► Κάθε διάμεσος είναι ύψος και 

διχοτόμος.

► Όλες οι πλευρές και όλες οι 
γωνίες του ισοπλεύρου τριγώνου 
είναι ίσες.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ - ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.  Να δικαιολογηθεί με λογικά επιχειρήματα ότι 
το άθροισμα των τριών γωνιών κάθε τριγώνου 
είναι 180Ο. 

  Λύση

Σχεδιάζουμε το τρίγωνο ΑΒΓ και 
μία ευθεία xΑy, που διέρχεται από 
το Α και είναι παράλληλη προς 

την ευθεία ΒΓ.


Παρατηρούμε ότι:


xΑB = ω = Β  γιατί είναι γωνίες εντός εναλλάξ, των παράλληλων ευθειών xΑy και ΒΓ, που τέμνονται από την ΑΒ.


yAΓ = θ = Γ    γιατί είναι γωνίες εντός εναλλάξ των παράλληλων ευθειών xΑy και ΒΓ, που τέμνονται από την ΑΓ.


Οι γωνίες ω, Α και θ σχηματίζουν μια ευθεία γωνία. 
Επομένως θα είναι: ω + Α + θ = 180ο.

Επειδή όμως είναι: ω = Α  και  θ = Γ
θα  έχουμε: Β + Α + Γ = 180ο.

2.  Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο οι οξείες γωνίες είναι συμπληρωματικές.

  Λύση

Σχεδιάζουμε το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με  Α = 90ο. 

Επειδή είναι:   Α + Β + Γ = 180ο θα έχουμε:


Β + Γ = 180ο – 90ο = 90ο
Γνωρίζουμε, ότι δύο γωνίες που 
έχουν άθροισμα 90ο λέγονται 
συμπληρωματικές. Άρα, σε κάθε 
ορθογώνιο τρίγωνο οι οξείες 
γωνίες του είναι συμπληρωματικές.


3.  Το άθροισμα δύο γωνιών ενός τριγώνου ισούται με την εξωτερική της τρίτης γωνίας. (Στο τρίγωνο ΑΒΓ η 


γωνία ΑΓx, που σχηματίζεται από την ΑΓ και την προέκταση της ΒΓ προς το μέρος του Γ, ονομάζεται εξωτερική γωνία της Γ ).


 Λύση


Η εξωτερική γωνία φ είναι παραπληρωματική της

εσωτερικής γωνίας Γ του 
τριγώνου, δηλαδή θα είναι  φ = 180ο – Γ .

Επειδή σε κάθε τρίγωνο είναι Α + Β + Γ = 180ο, άρα 
Α + Β = 180ο – Γ   δηλαδή  Α + Β = φ
Άρα, η εξωτερική γωνία ισούται με το άθροισμα των δύο άλλων γωνιών του τριγώνου.


4.  Οι γωνίες ενός ισόπλευρου τριγώνου είναι όλες ίσες με 60ο.

 Λύση

Γνωρίζουμε ότι στο ισόπλευρο τρίγωνο 
είναι: Α = Β = Γ. Επειδή σε κάθε 
τρίγωνο είναι  Α + Β + Γ = 180ο, θα 
είναι  Α + Α + Α = 180ο,  άρα  3 ( Α = 180ο,
συνεπώς:  Α = 180ο : 3 = 60ο.  Άρα, όλες οι γωνίες του ισόπλευρου τριγώνου είναι ίσες με 60ο.


5.  Να υπολογιστούν οι γωνίες 
ενός ορθογωνίου και ισοσκελούς 
τριγώνου.



  Λύση


Σε κάθε τρίγωνο ισχύει  Α + Β + Γ = 180ο. 
Επειδή στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ η  γωνία Α είναι 
ορθή, δηλαδή  Α = 90ο, θα είναι: Β + Γ = 90ο.

Επειδή το τρίγωνο είναι και ισοσκελές θα είναι  Β = Γ             άρα θα  είναι, Β + Β = 90ο, από την οποία 

προκύπτει ότι:  2 ( Β = 90ο δηλαδή θα έχουμε 
Β = 90ο : 2 = 45ο και επομένως και Γ = 45ο.


6.  Να βρεθούν τα μέτρα των γωνιών ενός ισοσκελούς τριγώνου, αν είναι γνωστό μόνο ότι το μέτρο μιας γωνίας του είναι 40ο.

 Λύση

Έστω ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με 
ΑΒ = ΑΓ. Τότε θα είναι Β = Γ .

Επειδή είναι  Α + Β + Γ = 180ο, 
διακρίνουμε τις εξής δύο περιπτώσεις:

(α) Αν είναι  Α = 40ο. 

Συνεπώς θα είναι 40ο + Β + Γ = 180ο, 

επομένως  Β + Γ = 180ο – 40ο. 

Επομένως θα είναι:  Β + Β = 140ο, από την οποία 
προκύπτει ότι: 2 ( Β = 140ο, δηλαδή

Β = 140ο : 2 = 70ο  άρα και  Γ = 70ο.



(β) Αν είναι  Β = Γ = 40ο. 

Θα είναι  Α + 40ο + 40ο = 180ο, 
δηλαδή  Α + 80ο = 180ο, συνεπώς 
θα έχουμε:  Α = 180ο – 80ο = 100ο.
Παρατηρούμε ότι με τα ίδια 
ακριβώς δεδομένα προκύπτουν δύο τελείως διαφορε-τικά ισοσκελή τρίγωνα, τα οποία όμως ικανοποιούν 

αυτά τα δεδομένα.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ


1. Γράψε “Σ” μπροστά από κάθε σωστή πρόταση 
και “Λ” μπροστά από κάθε λάθος.


(α) Οι προσκείμενες γωνίες στη βάση 
ισοσκελούς τριγώνου είναι ίσες.

(β) Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει: Α + Β + Γ  = 90ο.
(γ) Κάθε ισόπλευρο τρίγωνο έχει όλες τις γωνίες 
ίσες με 30ο. 

(δ) Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο η ευθεία μιας 
διαμέσου είναι άξονας συμμετρίας.
(ε) Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο η διάμεσος, που 
αντιστοιχεί στη βάση, είναι και διχοτόμος.
(στ) Σε κάθε ισόπλευρο τρίγωνο οι ευθείες των 
πλευρών είναι άξονες συμμετρίας.
(ζ) Σε κάθε ισόπλευρο τρίγωνο οι ευθείες των υψών 
είναι άξονες συμμετρίας.


(η) Σε κάθε ισόπλευρο τρίγωνο κάθε διάμεσος είναι 
και ύψος.
(θ) Σε κάθε ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο οι 
προσκείμενες γωνίες στη βάση είναι 60ο.

2. Σχεδίασε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ώστε να είναι Β = 75ο και     
Γ = 35ο και υπολόγισε τη γωνία Α.

3. Σχεδίασε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, στο οποίο να 
είναι Α = 90ο,  Β = 60ο και ΑΒ = 4,2 cm. 

(α) Υπολόγισε τη γωνία Γ. 

(β) Μέτρησε την πλευρά ΒΓ και σύγκρινε το μήκος της με το μήκος της πλευράς ΑΒ.

4. Στο διπλανό σχήμα είναι 
ε1 // ε2. Να υπολογίσεις 

τις γωνίες  α,  β,  γ  και  δ.     



5.  Στα παρακάτω σχήματα είναι ε1 // ε2. Να υπολογίσεις 
τη γωνία φ.





6.  Στο διπλανό σχήμα είναι 

ΑΒ // ΓΔ. Υπολόγισε τη γωνία ω.


7. Σε ένα ισοσκελές τρίγωνο, η γωνία που είναι απέναντι από τη βάση είναι 74ο. Να υπολογίσεις τις υπόλοιπες γωνίες.


8.  Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι Α = 36ο και η γωνία Β     
είναι διπλάσια από τη Γ. Υπολόγισε τις γωνίες Β και Γ.


9.  Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ η γωνία Α είναι διπλάσια από 
τη Β και η Γ τριπλάσια από τη Β. Να υπολογίσεις τις γωνίες του τριγώνου.


10. Να σχεδιάσεις ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ, να πάρεις ένα σημείο Ο στο εσωτερικό του και να φέρεις τις ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ και ΟΔ. Να υπολογίσεις το άθροισμα των 
γωνιών ΑΟΒ, ΒΟΓ, ΓΟΔ και ΔΟΑ και στη συνέχεια το άθροισμα των γωνιών του ΑΒΓΔ.



Β.3.3. Παραλληλόγραμμο – Ορθογώνιο – Ρόμβος – Τετράγωνο Τραπέζιο – 
Ισοσκελές τραπέζιο

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 1η
Η υπηρεσία οδικής ασφάλειας αποφάσισε να βάψει το οδό-

στρωμα σε όλες τις διασταυρώ-σεις με έντονο κίτρινο χρώμα. Για να κάνει τους υπολογισμούς της, πρέπει να βρεθεί το ακριβές σχήμα του οδοστρώματος στο κοινό μέρος δύο δρόμων, σε 
κάθε διασταύρωση.

( Με την προϋπόθεση ότι οι δρόμοι που διασταυρώνονται είναι ευθείς, προσπάθησε να βρεις όλες τις περιπτώσεις των τετραπλεύρων που 
σχηματίζουν οι δρόμοι:
(α) όταν έχουν το ίδιο πλάτος και τέμνονται 
καθέτως. 

(β) όταν έχουν διαφορετικό πλάτος και τέμνονται καθέτως.

(γ) όταν έχουν το ίδιο πλάτος και τέμνονται πλαγίως. 

(δ)όταν έχουν διαφορετικό πλάτος και τέμνονται πλαγίως.

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε

( Παραλληλόγραμμο λέγεται το τετράπλευρο 
ΑΒΓΔ που έχει τις απέναντι πλευρές του 
παράλληλες, δηλαδή ΑΒ // ΓΔ και ΑΔ // ΒΓ.



( Κάθε πλευρά του παραλληλογράμμου μπορεί να ονομαστεί βάση του παραλληλογράμμου.

( Η απόσταση της βάσης από την απέναντι πλευρά λέγεται ύψος του παραλληλογράμμου.


Για τις βάσεις ΑΒ και ΓΔ 

ύψος είναι το ΕΖ, ενώ για 
τις βάσεις ΑΔ και ΒΓ ύψος

είναι το ΗΘ.

Ειδικές περιπτώσεις παραλληλογράμμων


( Ένα παραλληλόγραμμο που έχει 
όλες τις γωνίες του ορθές λέγεται 

ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ή 
απλά ορθογώνιο.

( Ένα παραλληλόγραμμο που έχει 
όλες τις πλευρές του ίσες λέγεται 
ρόμβος.


( Ένα παραλληλόγραμμο που 
έχει όλες τις γωνίες του ορθές και όλες 

τις πλευρές του ίσες 

λέγεται τετράγωνο.



Τραπέζιο

( Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ του οποίου μόνο δύο πλευρές είναι παράλληλες λέγεται τραπέζιο.

( Οι παράλληλες πλευρές ΑΒ, ΓΔ (ΑΒ // ΓΔ) του τραπεζίου λέγονται βάσεις του τραπεζίου.

( Η απόσταση των βάσεων λέγεται ύψος του τραπεζίου.


Η απόσταση των βάσεων 

ΑΒ και ΓΔ είναι το ύψος ΕΖ.


( Αν ένα τραπέζιο έχει τις μη παράλ-
ληλες πλευρές του ίσες λέγεται 

ισοσκελές τραπέζιο.


Είναι ΑΔ = ΒΓ

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ - ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.  Να εξηγήσετε γιατί οι πλευρές του ορθογωνίου 
είναι και ύψη.

 Λύση


Επειδή όλες οι γωνίες του ορθογωνίου 
είναι ορθές, οι διαδοχικές πλευρές του 
θα είναι κάθετες μεταξύ τους. 
Επομένως οι πλευρές του ορθογω-

νίου είναι και ύψη.



2.  Να συγκριθούν τα ύψη του ρόμβου που άγονται από μία κορυφή.


  Λύση

Συγκρίνουμε με το διαβήτη ή με διαφα-

νές χαρτί τα ύψη ΑΕ και ΑΖ του 
ρόμβου και διαπιστώνουμε ότι είναι 
ίσα, δηλαδή: ΑΕ = ΑΖ.


3.  Να σχεδιαστούν τα ύψη του παραλληλογράμμου που

άγονται από μια κορυφή.

  Λύση

Τα ύψη του παραλληλογράμμου 
ΑΒΓΔ που φέρνουμε από την 
κορυφή Α στις πλευρές ΔΓ και 
ΒΓ είναι τα ΑΕ και ΑΖ αντίστοιχα.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ


1. Γράψε “Σ” μπροστά από κάθε σωστή πρόταση και “Λ” μπροστά από κάθε λάθος.


(α) Ένα τετράγωνο είναι και ρόμβος.

(β) Ένας ρόμβος είναι τετράγωνο.

(γ) Κάθε διαγώνιος ορθογωνίου παραλληλογράμ-

μου το χωρίζει σε δύο ορθογώνια τρίγωνα. 

(δ) Κάθε διαγώνιος ρόμβου τον χωρίζει σε δύο 
ισόπλευρα τρίγωνα. 

(ε) Κάθε διαγώνιος ισοσκελούς τραπεζίου το χωρίζει σε δύο ισοσκελή τρίγωνα.


2.  Πόσα ισοσκελή τρίγωνα σχηματίζονται σ’ ένα ισοσκελές τραπέζιο, που έχει τρεις πλευρές ίσες, όταν φέρουμε τις δύο διαγώνιες του; Δικαιολόγησε την απάντησή σου.


3.  Με τέσσερα σπίρτα (ολόκληρα και ίσα) ποια τετράπλευρα μπορείς να κατασκευάσεις;  Δικαιολόγησε την απάντηση σου.


4.  Με δύο ολόκληρα και δύο μισά σπίρτα μπορείς να κατασκευάσεις παραλληλόγραμμα και ποια; Δικαιολόγησε την απάντησή σου.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ ΓΙΑ ΤΟ ΣΠΙΤΙ

( Προσπάθησε να χωρίσεις τα πιο κάτω τετράπλευρα σε ομάδες. 
( Δώσε από ένα όνομα στο καθένα.
( Προσπάθησε να δικαιολογήσεις το χωρισμό σε 
ομάδες που έκανες.




 ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΑΝΑΔΡΟΜΗ


Ο Ευκλείδης στα “Στοιχεία” του προτείνει μια 
ταξινόμηση (Διάγραμμα 1), που δεν χρησιμο-

ποιεί ως κριτήριο την παραλληλία, την οποία 
εισάγει αργότερα. Τραπέζιο ονομάζει, όχι 
εκείνο που λέμε εμείς σήμερα, δηλαδή το 
τετράπλευρο με δύο μόνο πλευρές παράλλη-λες, αλλά οποιοδήποτε τετράπλευρο. Τον όρο τραπέζιο, με τη σύγχρονη έννοια, τον συναντάμε αργότερα στον Αρχιμήδη. Επίσης το τετράπλευρο που ονομάζει ρομβοειδές εκφράζει το σημερινό παραλληλόγραμμο.


Διάγραμμα 1

Η Ευκλείδεια ταξινόμηση



 
Μια προσπάθεια διόρθωσης της Ευκλείδειας 
ταξινόμησης απαντάται τον 16ο αιώνα στη 
“Γεωμετρία” (1569) του Petrus Ramus ή 
Pierre de la Ramée.

Διάγραμμα 2

Η ταξινόμηση του Ramus


Β.3.4. Ιδιότητες Παραλληλογράμμου -
Ορθογωνίου - Ρόμβου -Τετραγώνου –

Τραπεζίου - Ισοσκελούς τραπεζίου

 ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 1η

Προσπάθησε να διαπιστώσεις εάν 
το παραλληλόγραμμο κέντρο 
συμμετρίας.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 2η
Προσπάθησε να βρεις τους άξονες συμμετρίας: 

(α) του ορθογωνίου, (β) του ρόμβου, (γ) του τετραγώνου και (δ) του ισοσκελούς τραπεζίου.


Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε

Ιδιότητες του ορθογώνιου και πλάγιου παραλληλογράμμου

► Σε κάθε παραλληλόγραμμο 
το σημείο τομής των διαγωνίων 
του είναι κέντρο συμμετρίας του.

► Οι διαγώνιές του διχοτομού-

νται (κάθε μία περνάει από το 
μέσον της άλλης).



► Οι απέναντι πλευρές είναι ίσες.

►  Οι απέναντι γωνίες είναι ίσες.

Στο ορθογώνιο:


► Οι μεσοκάθετοι των πλευρών 
του είναι άξονες συμμετρίας.

► Οι διαγώνιές του είναι ίσες 
και διχοτομούνται.    


Ιδιότητες του ρόμβου

Εκτός των ιδιοτήτων του παραλληλο-

γράμμου έχει ακόμα και τις εξής:

► Οι ευθείες των διαγωνίων είναι 
άξονες συμμετρίας. 

► Οι διαγώνιες είναι κάθετες (και 
διχοτομούνται).

► Οι διαγώνιές του είναι και διχοτόμοι των γωνιών του.


Ιδιότητες του τετραγώνου

Εκτός των ιδιοτήτων του παραλλη-

λογράμμου έχει ακόμα και τις εξής:

► Οι ευθείες των διαγωνίων του και 

οι μεσοκάθετοι των πλευρών του 
είναι άξονες συμμετρίας.

► Οι διαγώνιές του είναι ίσες, κάθετες (και διχοτομούνται)

► Οι διαγώνιές του είναι και διχοτόμοι των γωνιών του.



Ιδιότητες του ισοσκελούς τραπεζίου


► Η ευθεία που διέρχεται από τα 
μέσα των βάσεων είναι άξονας 
συμμετρίας και μεσοκάθετος στις 
βάσεις του.

► Οι προσκείμενες σε κάθε βάση 
γωνίες του είναι ίσες.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ - ΕΦΑΡΜΟΓΗ
Να βρεθεί το κέντρο συμμετρίας: (α) του ρόμβου, 
(β) του ορθογωνίου και (γ) του τετραγώνου.


   Λύση

(α) Επειδή ο ρόμβος είναι και 
παραλληλόγραμμο, το σημείο Ο τομής 
των διαγωνίων του θα είναι και κέντρο 
συμμετρίας του.

(β) Επειδή το ορθογώνιο είναι και 
παραλληλόγραμμο, το σημείο τομής Ο 
των διαγωνίων του θα είναι και κέντρο 
συμμετρίας του.

(γ) Επειδή το τετράγωνο είναι και 
ορθογώνιο παραλληλόγραμμο το 
σημείο τομής Ο των διαγωνίων του 
θα είναι και κέντρο συμμετρίας του.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ


1.  Σχεδίασε ένα ορθογώνιο, ένα ρόμβο και ένα τετράγωνο με τις διαγώνιές τους και εξέτασε εάν 
τα τρίγωνα στα οποία χωρίζεται το καθένα από τις διαγώνιες είναι ίσα.


2.  Σχεδίασε ένα ορθογώνιο ΑΒΓΔ και με διάμετρο τη διαγώνιο του ΑΓ γράψε ένα κύκλο. Δικαιολόγησε το γεγονός ότι ο κύκλος αυτός περνάει από όλες τις κορυφές του ορθογωνίου.


3.  Σε ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ φέρε τη διαγώνιο ΒΔ και μετά σύγκρινε τις αποστάσεις των κορυφών Α και Γ απ’ αυτή.


4. Σχεδίασε ένα παραλληλόγραμμο και από τις κορυφές του φέρε παράλληλες ευθείες προς τις διαγωνίους του. Τι παρατηρείς;


5. Σχεδίασε τις διχοτόμους των γωνιών ενός πλαγίου παραλληλογράμμου. Τι παρατηρείς για το σχήμα που δημιουργείται απ’ αυτές, εάν προεκταθούν;


6.  Σχεδίασε τις διχοτόμους των γωνιών ενός ορθογωνίου παραλληλογράμμου. Τι παρατηρείς για το σχήμα που δημιουργείται απ’ αυτές εάν προεκταθούν; Επίσης, τις διχοτόμους των γωνιών (α) ενός τετραγώ-νου και (β) ενός ρόμβου. Τι παρατηρείς;


7.  Σχεδίασε τα ύψη των τριγώνων ΑΒΔ και ΔΒΓ, τα οποία σχηματίζονται, όταν φέρεις τη διαγώνιο ΒΔ του τραπεζίου ΑΒΓΔ. Μέτρησε τα ύψη των δύο αυτών 


τριγώνων με το υποδεκάμετρο. Τι παρατηρείς; (Δικαιολόγησε την απάντησή σου).


8.  Πάνω σε δύο μη αντικείμενες ημιευθείες Οx και Οy, πάρε τα σημεία Α και Β αντίστοιχα έτσι, ώστε ΟΑ = ΟΒ. Από το Α φέρε Αy΄ // Οy και από το Β την Βx΄ // Οx. Ονόμασε Κ το σημείο τομής των Αy΄ και Βx΄. Φέρε τις διαγώνιες του ΑΟΒΚ και διαπίστωσε τη σχετική τους θέση. Επίσης, σύγκρινε μεταξύ τους τις αποστάσεις του Ο από τις ευθείες Αy΄ και Βx΄ και του Κ από τις Οx και Οy.


9.  Σχεδίασε ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ έτσι, ώστε ανά δύο οι διαδοχικές πλευρές του να είναι κάθετες. Αν ΑΒ = 3 cm και ΒΓ = 4 cm. Να βρεις: (α) το μήκος των ΓΔ και ΑΔ και (β) το μήκος των ΒΔ και ΑΓ, με τη βοήθεια του υποδεκάμετρου. Τι παρατηρείς;



Επαναληπτικές Ερωτήσεις Αυτοαξιολόγησης

Α. Τοποθέτησε ένα “x” στην θέση που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση

	ΟΝΟΜΑΣΙΑ ΖΕΥΓΟΥΣ ΓΩΝΙΩΝ
	ΣΧΕΣΗ

	ΠΑΡΑΛΛΗΛΕΣ ΕΥΘΕΙΕΣ ΤΕΜΝΟΜΕΝΕΣ ΑΠΟ ΕΥΘΕΙΑ
	ΙΣΕΣ
	ΠΑΡΑΠΛΗΡΩ-ΜΑΤΙΚΕΣ

	“ΕΝΤΟΣ ΕΝΑΛΛΑΞ”
	
	

	“ΕΚΤΟΣ ΕΝΑΛΛΑΞ”
	
	

	“ΕΝΤΟΣ ΕΠΙ ΤΑ ΑΥΤΑ”
	
	

	“ΕΚΤΟΣ ΕΠΙ ΤΑ ΑΥΤΑ”
	
	

	“ΕΝΤΟΣ - ΕΚΤΟΣ ΕΝΑΛΛΑΞ”
	
	

	“ΕΝΤΟΣ - ΕΚΤΟΣ ΕΠΙ ΤΑ ΑΥΤΑ”
	
	


Β. Τοποθέτησε ένα «x» στην θέση που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση.

(Υπάρχουν και περιπτώσεις που περισσότερες από μία απαντήσεις είναι σωστές).

1. Το άθροισμα των γωνιών ενός τριγώνου είναι: 
 

270ο 
180ο 
90ο
2. Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο η διάμεσος, που αντιστοιχεί στη βάση, είναι και:



Άξονας συμμετρίας
Ύψος  
Διχοτόμος

3. Σε κάθε ισόπλευρο τρίγωνο όλες οι εξωτερικές του γωνίες είναι ίσες με:


145ο
270ο
120ο


4. Σε κάθε ισοσκελές τραπέζιο είναι ίσες οι:


Οι προσκείμενες σε κάθε βάση γωνίες του 


Όλες οι πλευρές του 


Οι διαγώνιοι του.

5. Σε κάθε ρόμβο οι διαγώνιες του είναι:


Άξονες συμμετρίας 

Κάθετες και διχοτομούνται    

Διχοτόμοι των γωνιών του.

6. Σε κάθε ορθογώνιο παραλληλόγραμμο άξονες συμμετρίας είναι:


Οι διαγώνιές του   

Οι μεσοκάθετοι των πλευρών του 

Οι πλευρές του.

7. Σε κάθε τετράγωνο οι ευθείες των διαγωνίων του είναι:


Διχοτόμοι των γωνιών του   

Μεσοκάθετοι των πλευρών του    

Άξονες συμμετρίας.



8. Σε κάθε παραλληλόγραμμο είναι:


Κέντρο συμμετρίας το σημείο τομής των διαγωνίων του. 

Οι διαγώνιές του άξονες συμμετρίας   

Οι διαγώνιές του διχοτομούνται.



Γ. Τοποθέτησε ένα «x» στην θέση που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση.
	ΕΥΘΥ-

ΓΡΑΜΜΑ ΣΧΗΜΑΤΑ
	ΑΡΙΘΜΟΣ ΑΞΟΝΩΝ ΣΥΜΜΕΤΡΙΑΣ
	ΚΕΝΤΡΟ

ΣΥΜΜΕΤΡΙΑΣ

	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	

	ΕΥΘΥ-ΓΡΑΜΜΟ ΤΜΗΜΑ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	ΓΩΝΙΑ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	ΚΑΤΑ-ΚΟΡΥΦΗΝ ΓΩΝΙΕΣ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	ΕΝΤΟΣ ΕΝΑΛΛΑΞ ΓΩΝΙΕΣ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	ΤΥΧΑΙΟ ΤΡΙΓΩΝΟ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	ΙΣΟΣΚΕΛΕΣ

ΤΡΙΓΩΝΟ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	ΙΣΟΠΛΕΥΡΟ

ΤΡΙΓΩΝΟ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




	ΕΥΘΥ-

ΓΡΑΜΜΑ ΣΧΗΜΑΤΑ
	ΑΡΙΘΜΟΣ ΑΞΟΝΩΝ ΣΥΜΜΕΤΡΙΑΣ
	ΚΕΝΤΡΟ

ΣΥΜΜΕΤΡΙΑΣ

	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	

	ΤΡΑΠΕΖΙΟ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	ΙΣΟΣΚΕΛΕΣ ΤΡΑΠΕΖΙΟ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	ΤΥΧΑΙΟ 
ΤΕΤΡΑ-ΠΛΕΥΡΟ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	ΠΑΡΑΛΛΗ-ΛΟΓΡΑΜΜΟ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	ΟΡΘΟΓΩΝΙΟ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	ΤΕΤΡΑΓΩΝΟ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	ΡΟΜΒΟΣ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ
ΜΕΡΟΣ B΄ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο – Βασικές γεωμετρικές έννοιες
(συνέχεια από 1ο τόμο)

1.12. Επίκεντρη γωνία – Σχέση επίκεντρης γωνίας 
και του αντίστοιχου τόξου – Μέτρηση τόξου
5
1.13. Θέσεις ευθείας και κύκλου
11
Ανακεφαλαίωση
16
Επαναληπτικές Ερωτήσεις Αυτοαξιολόγησης
25
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο – Συμμετρία
28-29
2.1 Συμμετρία ως προς άξονα
31
2.2 Άξονας συμμετρίας
40
2.3 Μεσοκάθετος ευθυγράμμου τμήματος
43

2.4 Συμμετρία ως προς σημείο
51
2.5 Κέντρο συμμετρίας
56
2.6 Παράλληλες ευθείες που τέμνονται από μία άλλη 

ευθεία
60
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3ο 
– Τρίγωνα – Παραλληλόγραμμα – Τραπέζια
67-68
3.1 Στοιχεία τριγώνου – Είδη τριγώνων
69
3.2 Άθροισμα γωνιών τριγώνου 

– Ιδιότητες ισοσκελούς τριγώνου
75
3.3 Παραλληλόγραμμο – Ορθογώνιο – Ρόμβος –
Τετράγωνο – Τραπέζιο – Ισοσκελές τραπέζιο
83
3.4 Ιδιότητες Παραλληλογράμμου – Ορθογωνίου 
Ρόμβου – Τετράγωνου – Τραπεζίου – Ισοσκελούς 

τραπεζίου
90
Επαναληπτικές Ερωτήσεις Αυτοαξιολόγησης
95

Με απόφαση της Ελληνικής Κυβέρνησης τα διδακτικά βιβλία του Δημοτικού, του Γυμνασίου και του Λυκείου τυπώνονται από τον Οργανισμό Εκδόσεως Διδακτικών Βιβλίων και διανέμονται δωρεάν στα Δημόσια Σχολεία. Τα βιβλία μπορεί να διατίθενται προς πώληση, όταν φέρουν βιβλιόσημο προς απόδειξη της γνησιότη​τάς τους. Κάθε αντίτυπο που διατίθεται προς πώληση και δε φέρει βιβλιόσημο, θεωρείται κλεψίτυπο και ο παραβάτης διώκεται σύμφωνα µε τις διατάξεις του άρθρου 7, του Νόμου 1129 της 15/21 Μαρτίου 1946 (ΦEK 1946, 108, A΄).


Απαγορεύεται η αναπαραγωγή οποιουδήποτε τμήματος αυτού του βιβλίου, που καλύπτεται από δικαιώματα (copyright), ή η χρήση του σε οποιαδήποτε μορφή, χωρίς τη γραπτή άδεια του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου.
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